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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Н. в Бугаева. 



I. 
Числовые ряды. Завонъ взаинныхъ равложенШ. 

(Читано на второмъ съ']^зд'Ь Русскихъ естествоиспытателей). 

§ 1. Вудемъ называть числовымъ гштеграломъ сумму Функ- 
Ц1Й 9(и)^ взятую для какого-нибудь ряда опред'Ьленныхъ ве- 
личинъ, причемъ будемъ каждый разъ указывать на тотъ за- 
конъ, которому удовлетворяетъ этотъ рядъ. Такимъ образомъ 
обыкновенную сумму, взятую для ряда натуральныхъ чиселъ 

|§" 0(г^)=0(1)+ (9(2) + 0(3) + ... + 0(п) 

будемъ называть числовымъ интеграломъ по натуральнымъ чис- 
лат; сумму, распространенную тол1>ко на одни квадраты 

|§^* 0^^=0(1) + 0(2») + 0(3^) + ... + в{к^) 
числовымъ интеграломъ по квадратамъ; сумму 



^^0(й; = 0( 1 ; + 0((/) + 0(й') + . . . + 0(п) , 



Вып. 1. Отд. I. 
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взятую для вс^^хъ делителей ц'Ълаго числи п, — чги)ловымъ гшг 
теграломъ по ()!ьлителямъ или просто числовымъ интеграломь. 

Въ нашей статье мы остановимся преимущественно на сум- 
махъ подобна го вида. 

§ 2. Им:Ья величину числоваго интеграла 



Хв(^) 



^^п (1) 



гд* 2^ означаетъ сумму, распространенную на всЬхъ д'ёли- 
телей ц'Ёлаго числа п, будемъ называть по аналогш съ инте- 
гральнымъ исчислен1емъ функщю 0(л^ числовою произвобною 
фупщги Ф(п). 

Первый вопросъ, являющхйся въ ученш о числовыхъ инте- 
гралахъ по дФлителямъ или въ ученхи о числовыхъ производ- 
ныхъ, состоитъ въ томъ, чтобы въ уравнен1и (1) по данной 
сумм* ф(гг) ум-Ьть определять Функфю 0(п), или по данной 
функщи ф [п) находить ея числовую производную. Вопросъ 
этотъ былъ решаемъ Л1увиллемъ и Леженъ-Дирикле и не 
представляетъ по своей сущности никакихъ особыхъ затруд- 
нен1й. Въ этомъ параграф* мы представимъ это р-Ьшенхе въ 
Форм* несколько отличной отъ прежыихъ р-^^шенхй съ ц*л1ю 
сд*лать бол*е нагляднымъ самое приложен1е этого р*шен1я 
къ выводу н'Ькоторыхъ аналитическихъ и числовыхъ заклю- 
ченШ. Для этого нужно предварительно условиться въ н*ко- 
торыхъ обозначен1яхъ 

Вудемъ представлять алгебраическую сумму ФункцШ ф(а) 
+ ФС6) — ф(с?) въ вид* ^[а + й — с], пом*щая алгебраическую 
сумму аргументовъ въ квадратныхъ скобкахъ. 

Аргументы а + 6 — с мы можемъ иногда зам*нять ихъ ал- 
гебраическою суммою ^, такъ что всегда им*етъ м*сто у рав- 
ненье 

При этомъ однако нужно постоянно им*ть въ виду, что, 
прежде ч*мъ воспользоваться значен1емъ квадратныхъ ско- 
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бокъ, необходимо предварительно зам'Ьнить количество ^ со- 
отв-Ьтствующею величиною по Формул* 

Пусть у(п) будетъ числовая Функц1я Гаусса, выражающая 
число чиселъ первыхъ съ п т меньшихъ п. 

Для п=^а ос... , . » 

Вудемъ чрезъ ^[щ] обозначать тотъ резудьтатъ, который 
получится, если разложимъ п на первоначальные произво- 
дители, раскроемъ ^{п) по Формул* {^), не д*лая приведен1я, 
и зам*нимъ квадратный скобки ихъ условнымъ значен1емъ. 
Но этому обозначешю П-Сг', ;)ми<.Г^.п, 7. *.. 

Г,^ и ф^ср{12)|=ф12-трб-ф4+*2; " с^Ог^ . 

Пользуясь этими обозначешями, легко представить выра- 
жеше Функц1и 6[п) по ф(гг), удовлвдворяющее уравненш (1). 

Полагая въ уравнен1и (1) /?=1, будемъ им*ть 6^(1) =^^(1]=» 
ф[5>1], гдФ условливаемся считать ^(1)=1. 

Полагая 7г=а, а'^, а^.,...а^ , гд* а есть какое-нибудь абсолют- 
но простое число, будемъ им*ть рядъ уравненШ 

0(а)=ф(а)-ф(1)=ф(а-1)=ф[(ра] 

и т. д. 
Докажемъ, что, если справедливо уравнеше 
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для всйхт. чиселъ, ыевьшихъ п, то им'Ьетъ мЬсто и уравне- 
ше 0(а")=фо"] 
Изъ уравнен1я (1) им*емъ для числа о" 

в(о") + 0(а"-') + ...+ 0(1)=4'п, 
или 

откуда 

0(а* )=Ф(а** )— (ф[<ра*-1]+^[сра*-«| + ... + *[>!]) 
или 

0(а« )==1р[а* _сра~-1-сра*-«-...— ср1] 

на основаши теоремы Гаусса им^^емъ 

у 1 + ?в + ?а*+ ...+ !>«*=<»" 

откуда 

и сл'Ёдовательно тогда 

Мы непосредственно уб'Ёдились, что последняя теорема 
справедлива для п=^1, 2, 3^ сл'Ёдовательно она справедлива и 
для всякаго ц'Ълаго числа п. 

Докажемъ теперь вообще, что, если уравненге Э(п)^=^гр[^п] 

справедливо для всЬхъ чиселъ а Ь^ с^, у которыхъ показа- 
тели простыхъ чиселъ а, 6, с содержатся въ ряд'Ь натураль- 
ныхъ чиселъ отъ О до а, отъ О до /3, отъ О до у, то оно спра- 
ведливо и для всякаго числа п'=}7г, гд'Ь /у есть одно изъ прос- 
тыхъ чиселъ, уже входящихъ въ п. Такъ, въ томъ случа'Ь, 
когда ^=а, будемъ им-йть на основан1и уравнешя (1), 
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откуда 



©(0°^+^ Ь ^ с Т^)=ф(п)~ ^^Ыа^'ь^с ^ )]— 



причемъ во второй части аргументами при членахъ со зна- 

комъ( — )служатъ вс* делители числа п'=а ^^ "^ ^ Ь^ с^ , кром* 

самаго числа а Ь' с^ . Пользуясь нашимъ обозначеяхемъ, 
будемъ им-йть 

Кром* того теорема справедлива для случаевъ. когда число 
п состоитъ только изъ произведешя первыхъ чиселъ въ пер- 
выхъ степеняхъ, то-есть для г?=о, об, аЬс^ аЬсй и т. д. Со- 
поставляя это обстоятельство съ только что выв еденнымъ за 
м'Ьчан1емъ, заключаемъ, что теорема справедлива и для вся- 
каго числа п. 

Итакъ, на основан1и уравнешя 

всегда им'Ьетъ м'Ьсто уравнен1е 

Функщю ф[?п] будемъ называть числовою производною Функщи 
ф(п) и будемъ ея изображать знакомъ /)• 

Щп)=^\;^п}=^П^{п.) (3) 

Знаки Ел и /) суть выражен1я двухъ противуположныхъ 
операцШ. 

Рядъ чиселъ, полученныхъ отъ разложен1я Функщи 
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будемъ называть рядомъ производныхъ чисель отъ числа 

Им*я первую числовую производную, мы получаемъ основа- 
Н1е для объяснен1я второй, третьей и вообще числовой про- 
изводной какого угодно порядка. 

Изъ уравнен1я 

получаемъ, посл'Ь совершен1я операщи О первой числовой 
производной, 

Е^(9(бг)=:/)ф(;?)=Ф[?^/]. 

Производя снова операщю В надъ обеими частями ура- 
внешя, получимъ 

§ 3. Непосредственнымъ сл'Ьдствхемъ уравненхя (3) является 
ц'Ьлый рядъ теоремъ числоваго анализа. 

Для вывода этихъ теоремъ нужно только произвести опе- 
ращю числовой производной В надъ существующими число- 
выми соотношен1ями. 

Такимъ образомъ, совершая это д1^йств1е надъ уравнен1ями: 
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мы получимъ радъ теоремъ 



/>|*(«)=Г[1»я]=и 

/>!:9(»)=!:»[«р»]="«* 



>(а] 



^^^"^^У'''"^""'''* 



Для я=10 уравнен1е первое (а)даетъ: 



10=/(10)-/(5)— /(2)+/(1; = 18— 6— а + 1 



Совершая операщю В иадъ тожествоиъ 



^г19'м)^^ь]'(а), 



гц/Ь р(п) есть функщя, выражающая число д']&дителей ц'^^лаго 
числа п, п Ь дополнительный д'Ьлитель числа п, такъ что 
/г=(/8, получимъ 



рр{п)^В"2,^ 8/(0?). 



Для п=10 им'Ёемъ: 



10рао)=2,^8 [(<{)-^^ь]'{а)-\^ь р) + ^.^/(а) 



2, 8/ ('/)=! /(5) + 5/(1) 
^8/'(</)=1/*(2) + 2/(1) 

5;,8/(^)=1/(1) 



1 
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для всйхъ чиселъ, мевьшихъ п, то им*етъ м*сто и уравне- 

Изъ уравнен1Я (1) им*емъ для числа а* 
или 

откуда 

в(а* )^Ца'' )— (^;[?а-^]+ф[?а""*1 + ... +^[ср1]) 
или 

©(а** )=Ф[а" _сра*-1^^а*-^-...— ср1] 

на основаши теоремы Гаусса им^емъ 

откуда 

и сл1^довательно тогда 

Мы непосредственно убедились, что посл'Ьдняя теорема 
справедлива для п=»1, 2, 3^ следовательно она справедлива и 
для всякаго ц'Ьлаго числа п. 

Докажемъ теперь вообще, что, если уравненхе 0(д)=4'[?^] 

справедливо для вс*хъ чиселъ а^ Ь^ 6*^, у которыхъ показа- 
тели простыхъ чиселъ а, 6, с содержатся въ ряд'Ь натураль- 
ныхъ чиселъ отъ О до а, отъ О до ]3. отъ О до у, то оно спра- 
ведливо и для всякаго числа п'=дп, гд'Ь ^ есть одно изъ прос- 
тыхъ чиселъ, уже входящихъ въ п. Такъ, въ томъ случа'Ь, 
когда ^=а, будемъ им-Ьтб на основан1и уравнешя (1), 
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откуда 



0(а''+^ Ь ^ с ^)^фУ *[ср(« ""ь^с^ )]~ 



причемъ во второй части аргументами при членахъ со зна- 
комъ( — )служатъ всЬ делители числа ;г'=а °^ "^ ^ Ь^ с'^ , кром* 

I 1 /9 • 

самаго числа а Ь' с^ . Пользуясь нашимъ обозначешемъ, 
будемъ им^^ть 

Кром* того теорема справедлива для случаевъ. когда число 
п состоитъ только изъ произведен1я первыхъ чиселъ въ пер- 
выхъ степеняхъ, то-есть для г?=а, об, аЬс, аЬсй и т. д. Со- 
поставляя это обстоятельство съ только что выв еденнымъ за 
м-Ьчанхемъ, заключаемъ, что теорема справедлива и для вся- 
каго числа п, 

Итакъ, на основании уравнешя 

всегда им-Ьетъ мЪсто уравнен1е 

Функщю ^[ы] будемъ называть числовою производною Функц1и 
ф(п) и будемъ ея изображать знакомъ I). 

*0(п)=1|;[?7г]=г?Ф(/?; (3) 

Знаки Ел и /> суть выражен1я двухъ противуположныхъ 
операцШ. 

Рядъ чиселъ, полученныхъ отъ разложентя Функц1и 
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будемъ называть рядомь производныхъ чиселъ отъ числа 

Им*я первую числовую производную, мы получаемъ основа- 
Н1е для объяснен1я второй, третьей и вообще числовой про- 
изводной какого угодно порядка. 

Изъ уравнен1я 

получаемъ, посл^ совершен1я операщи О первой числовой 
производной, 

Производя снова операц1ю В надъ об'Ьими частями ура- 
внешя, получимъ 

§ 3. Непосредственнымъ сл'Ьдствгемъ уравненхя (3) является 
ц^лый рядъ теоремъ числоваго анализа. 

Для вывода этихъ теоремъ нужно только произвести опе- 
ращю числовой производной В надъ существующими число- 
выми соотношен1ями. 

Такимъ образомъ, совершая это дМствхе вадъуравнен1ями: 



2/ =. /(«) 

• • • • 
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мы получимъ радъ теоремъ 



[)1'{п)=С\?П]='П 



>(«) 



^^^(")=У?»]='' 



Для я=«10 уравнеше первое (а)дает'ь: 



10=/(10)-/(5)— /(2)+/(1; = 18— 6 — а + 1 



Совершая операщю О иадъ тожествомъ 



Х.'/р^«)"Е.8М 



гд^ р{п) есть Функщя, выражающая число делителей ц'&огаго 
числа п, и 8 дополнительный д'Ьлитель числа п, такъ что 
яв=(/8, получимъ 



г?р(п)=/)2^ 8/((/) 



Для л=10 им-Ьемъ: 



10рао)=;^^^8 /(^-Х 8/('<)-Х ^ ^^'') + X « /(^^ 



1,.8/^'')=1Г(10) + 2/(5) + 5/2 + 10/ 
2. 8/ (</)=! /(5) + 5/(1) 
^8/*(</)^1/'(2) + 2/(1) 

^,,8/(^)=1/(1) 



1 
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откуда 



10р(10)=-/'10+/5 + 4/*(2) + 4/'(1)=18 + 6 + 12 + 4=40. 



Точно также изъ тожества 



Х,<(/»-2.«-/№ 



получаемъ тожество 



Для гг=1" им*емъ: 

иди 

10/10=1'/' 10 + 2»/й + 5«/ 2 + 10»/1 

- 1/ (8)-5«/1 
— 1^2—2» /(1) 
+ 1*/(1) 

ИЛИ 

10^(10)— 10.18=18 + 24 + 75 + 100— 6— 25—3— 4+1=180. 
Уравнеше 

даетъ тожество *) 

*) Веб эти тожества взяты изъ нашей статьи: аН']&которыя частныя теоремы, 
для числовыхъ Фупкщй и пр.» Матеиат. Сборвикъ, тоиъ П1, отд. 1. 
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Для п=\0 им'Ьемъ 



10=V ^8рг/— V ^•бр/- у ^8р^/+у ^8рг/ 

Каждое изъ числовыхъ тожествъ даетъ тнкимъ обрааомъ 
новую соответствующую теорему числоваго аннлизн^, если 
только совершимъ надъ обеими частями операц1Ю числовой 
производной. Все эти уравиеы1я днютъ возможность вычис- 
лять числовую Функц1ю для аргумента п по З11ачен1ямъ 
числовыхъФункщй дляаргументовъменьшихъ ;гизнвисящихъ 
отъ делителей. 

§ 4. Изъ общихъ теоремъ, выведенныхъ для суммъ, легко 
получить подобный же теоремы для 11роизведен1й. Для этого, 
заменивъ въ формул* (I) &('[) Функц1ей 1д{в(1)ч "олучимъ 

^1дв^1^1д11'п): Гдв(л) = [)1дЩп). 

Переходя отъ логаривмовъ къ числамъ, найдемъ съ одной 
стороны 

П.в(сУ)=П(п), (Ь) 

гд* въ первой части 11»0'1 означнетъ произведен!» Фуикц1Й 
©((/), взятое для вс^хъ де.1ителей ц^лагг) чист л, такъ что 

Съ другой стороны 

>«. 

гдеП Щп означаетъ П[10изявден1в Фуик/пй П^;/;, н:$н10н 

для всЬхъ чшселъ. входяшяхъ въ \р9%:^л^гт*'м\*', фуикши '?(Я; 
или для рЯ1а пргшак^^диыхъ чи^.гл п, 1атЫ'. нгьчн(:лт*'.лЪнлп 
знаменател-Ь^ сж/тпяг яопому. /^уд^^-ь ли о%но Н1лъ щ^^^ы'лш^Х" 

НЫХЪ ЧИГ^ЛЪ ^> аЯ*«''>кг' - ПЛ1Л 
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Тавимъ образомъ для п=18 

П(18). ЩЗ) П ,,(вг/). П,(Ш ) 

[? 18)1 ""П (9) (6) Пз(0^/). Т1,в{^1Г'' 

[?(18)] ^^" в1. 03. 09. 01. 02. 0Н 0(6) -^^^^^ 
Для 0((^)=<^ будемъ им*ть 

'П,вМ).П8(б/) 1.2.3.6.9.18.1.3 



18= 



и^1Л^((1) 1.2.3.6.1.3.9 



Самый естественный путь при изложеши ученхя о число- 
выхъ производныхъ состоялъ бы въ опред'Ёленш числовыхъ 
производныхъ различныхъ аналитическихъ или числовыхъ 
Функщй. Сл^&дуя этому пути, можно бы выделить т* случаи, 
когда эти производный им^ютъ опред'Ь1енную Форму. Мы 
оставимъ однако этотъ путь и перейдемъ прямо къ различ- 
нымъ приложешямъ понятШ о числовыхъ производныхъ^ оты- 
скивая ЧИСЛОВЫЯ производный различныхъ ФуНБЦ1Й ВСЯК1Й 

разъ, когда это будетъ необходимо. 

Чио левые ряды. 

§ 5. Наибольшаго вниман1я заслуживаетъ приложен1е это- 
ао учен1я къ выводу общихъ Формулъ для разложен]я. ана- 
литическихъ или числовыхъ Функц1й въ числовые ряды осо- 
баго вида. Эти разложен! я им-ёютъ м'Ьсто только для всЬхъ 
ц^лыхъ значен1й перем^ннаго. Есть однако ч1в1стные случаи, 
когда эти разложен1я существуютъ и для всЬхъ значен1Й 
перем'Ьинаго 

Ряды, которые мы будемъ разсматривать и помощ1юкото 
рыхъ выражается всякая аналитическая и числовая Функц1я 
Р(п), им:Ьютъ сл-Ьдующую Форму: 
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Не трудно доказать, что если сущетвуетъ одно подобное 
разложен1еФунц1и Р{п) для всёхъ ц1^лыхъзначен1Й аерем']&ннаго, 
то другаго подобнаго разложен1я^ отличнаго отъ даннаго. 
быть не можетъ. 

Для доказательства этой теоремы мы употребимъ способъ 
неопред^ленныхъ коэФФищентовъ. Положимъ, что сущест- 
вуютъ два подобныхъ р83ложен1я 

Р{п) = а1 ^1 + а^Е I + «3 ^у + • • +«л ^-| + ••• 
Р{п) = Ь,Е\^Ь^Е^^Ь,Е\+ . . .+6^^?|+... 

им']&ющихъ м:Ьсто для всЬхъ ц'Ьлыхъ иположительныхъ зна- 
чешй перем'Ённаго, начиная съ 1. 

Соответственные коэФФищенты этихъ двухъ разложешй не- 
обходимо должны быть тожественно равны. 

ДМствительно^ полагая въ уравней1и 

а, Е \ -^-снЕ^-^^а.Е^^ . . . +а^ й^|-+. . . .= 

^ь,е\+ь^е\^ь,е1^ . .4-6^,^1 + .... 

последовательно ;г=1, 2, 3, 4, . найдемъ: '"* 

а, = Л, 



0, 




ь. 


Ч 




Ьг 


Ок 


= 


и 



И т. д 



Итакъ двухъ разложешй Функщи Р{п) въ подобные ряды, 
отличныхъ другъ отъ друга, не существуетъ. 
КоэФФИщенты а^ въ общемъ вид* зависятъ отъ разлагае- 
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мой функции Г{п). Вудемъ ихъ называть коэффищентами 
числоваго разложен1я Функщи Гп поФуцкшямъ Е — 

Главная задача при раздожен1и Функщй въ подобные ряды 
состоитъ въ опред'Ьленш того закона, которому подчиняют- 
ся эти коэФФищенты. 

Законъ этотъ легко определить изъ'разсматриван! я уравнен1я 

Действительно , взявъ сумму подобныхъ уравненхй для 
всЬхъ чиселъ отъ 1 до п, или иначе, взявъ числовой интег- 
ралъ этого уравнешя по натуральнымъ числамъ, получимъ 

^^1 + Ф(2) + ф(3) + ... + ^.(7г)= {§*^.(гг)=0(1).^|. + е(2)^^ 

* 

+е{к)Е^+... 

гд* 

Отсюда видно,что, если намъ нужно разложить какую-нибудь 
Функц1Ю Р (п) въ числовой рядъ даннаго вида, нужно предва- 
рительно найти Функцгю 

Е{п) -Р(п—1) = х(п) 
определить ея числовую производную 

^ (п) = /)т(л) = О {Р{п)—Р{П'-1)) 

тогда общая Формула разложенхя Функц1и ^Р(п)въ числовой 
рядъ будетъ иметь следу ющ1й видъ 
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тц,Ъ ко8ФФИц1ентъ разложен1я 0{п) выражается Формулою 

0{п)^В({Р{п)—Р{п—1))^Пх{п)=^[:^п]. 

При этомъ нужно обратить внихман1е на то обстоятельст- 
во, что для п=1 

0(1)==х[?1]-х(1) = ^'(1) 

И сл'Ьдовательно во вс^^хъ обстоятельствахъ нужно т(1) зн- 
м^Ьнять чрезъ /"(!). 
Принимая въ соображенхе Формулу 

0(1)^ ^-+ 0(2). 1 + 0(3)^1 + ...= 

П 

Е1 



8, ом 

+8, 0(«)+8, ()(«)+..• 

МЫ въ то же время получимъ общую Формулу разложен1я 
функщи 1\п) въ рядъ (*) 

/•(«)= 8," О^Е ^ =8^ 0(и) +8^ ^ 0(и) + 8^ '^ 0{и) + ..(А) 
Формула 

им'Ья м*сто для вс^хъ ц'Ьдыхъ зыачен1Й перемЬннаго, начи- 
ная съ единицы, можетъ для н'Ькоторыхъ числовыхъ Функщй 

*) См. Числовыя тожества, ваходящ1асл въ свчзи съ свойствами символа Е 
Мат. Сбор. Томъ I, стр. 114. 
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§ 6. Чтобы показать, что общая Формула (I) способна дать 
вполн'Ь опред'^^ленные результаты, мы приложимъ ее къ 
числовому разложешю н'Ькоторыхъ Фупкцгй. 

Положимъ сначала что въ уравнен1и 

.. 2^6>((/;=<«) (4) 

числовая 'Функщя тг(п; тякого свойства . что для всЬхъ ц*- 
лыхъ чиселъ гром'Ь единицы она равна нулю и для //»1 
она ^авна единиц1^, то-есть 

тг(1)=1, гг(2)=0, тг(3)==0 . . . ф =0. 

Опред'Ьлимъ величину ея числовой производной для всЬхъ 
ц'Ёлыхъ значешй п, или найдемъ выраженхе 

Назовемъ числовую производную Функц1и тг(п) черезъ д{п) 
Не трудно вид^^ть, что 

1г[?1]=1г(1)=^(1] = 1. ■ 
Для абсолютно простыхъ чиселъ а 

^(а')=тг[?а']=7г«8 — 1га*=г=0 



и вообще 



у(а" )=1г[ср а* ]-=тга* — тса'*~*=0. 



Для вс*хъ сложныхъ чиселъ п=а 1у с\.. 
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откуда мы заключаемъ, что д[а о с ..) всегда равно нулю, 
если въ разложен1я сложнаго числа п входитъ хотя бы одно 
простое число въ степени большей 1 

Итакъ, Функц1я д{п)=т:[<рп]=От:п не равна нулю для всЬхъ 
чиселъ п, состоящихъ только изъ произведенхя первыхъ чи- 
селъ въ первыхъ степеняхъ, то-есть для п=а, 7г=а6, 1ь=^с^ 
п^^аЬсй . . и т. д. 

Для этихъ же чиселъ не трудно видеть, что 

(у(а)=1г[^а]=-1 

^1^а6)=7г[сра6Н7:[(а-1)(6-1)]«7с(1)==1 

5^(в6с)=^[9а6с]=7г[(о— 1)(6-1)(с-1)]=-1 

и т. д 

то-есть 5'(п)= + 1 или — 1, смотря потому, будетъ ли число п, 
состоящее изъ произведенхя первыхъ чиселъ въ первыхъ 
степеняхъ, содержать четное или нечетное число простыхъ 
п роизво д ител ей . 

Взявъ числовой интегралъ по натуральнымъ числамъ отъ 
уравнешя 

^е^ш]{^1 пределами отъ 1 до п^ получимъ уравненхе 

^^щи)=н\]='\=^\Е\+^^Е^+^^^Е^ ... (5) 



или 



1=^Т"Ч-^Т Ч + ^Т-^Т + ^Г«~^1Т+- • • 



или 



-^т-8^т+8«5-8«ж+8*'в- ■ <«) 



гд*|^^— означаетъ сумму, распространенную на вс-Ь про- 
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стыя числа, аЬ^— г сумму, взятую для всЬхъ простыхъ чи- 

селъ а и 6, и т. д. 

При этомъ каждое изъ чиселъ а6, иЬс^ . . повторяется въ 
этой сумм* только одинъ разъ, то-есть, если взять членъ 

Е—Г-, то членъ Е -г- не принимается уже въ соображен1е. 

Вудемъ это обстоятельство обозндчать выражен1емъ: суммы 

8^ Л, 8^-т- распространяются на вс* простыя числа, не 

обращая ВНИМНН1Я н- ихъ перестановку. 
Иримшрь. Д.1Я п=10 

Л д «1 О 7 

10 

сл'Ьдовательно 

1=10-11+2. 

Мы видимъ, что коэФФИщенты разложенхя д'Ьлаются источ- 
Никомъ происхожден1я новыхъ числовыхъ функщй. 

Въ данномъ случа'Ь числовая Функщя 1г(п), обладая чрез- 
вычайно простымъ свойствомъ обращаться въ единицу для 
п=1 и въ нуль для остальныхъ ц-Ьлыхъ чиселъ, не пред- 
ставляетъ ничего особеннаго. между тЪмъ какъ числовая 
производная Функщи п(п) даетъ новую числовую Функц1ю 
у(г?), которая, какъ увидимъ впосл'Ьдств1И, играетъ весьма 
важную роль не только въ теор1и числовы'хъ, но и въ теор1и 
функщй аналитическихъ. 

§ 7. Разложете въ рябъ числовой фцнкцш Е'^п. 

Для нахожден1я этого разложентя нужно въ общей Фор- 

мул* положить Е(^п)=^Е\/п 

тогда • _ 

Выа. I. Отд. I. 2 
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и воэФФищентъ разложен1я приметъ видъ 
Наз( вемъ эту Функщю черезъ Х(п), тогда 

Изъ этого ряда видно, что 

Х(1)=1. 

Зам'Ьтимъ, что Функщя г(г1)=^Е\/и — Е\/гГ^ 1 обладаетъ 
свойствомъ равняться 1, кавъ скоро п есть полный ква- 
дратъ и нулю, какъ скоро п есть неполный квадратъ. Это свой- 
ство необходимо им*ть въ виду для того, чтобы легче зам* 
тить законъ, которому подчиняется Х(п) и ея числовая произ- 
водная. Принимая въ соображен1е это свойство Функц1и т(п), 
легко заметить, что 

Х(а)=т[сра]=т(а)-т(1)=-1 

Х(а«. =т[срав]=ха2- та= + 1 =( ~ 1 )« 
Х(«8;=т[сра^] = х(а8) — т(//'^) = — 1 ==г (—1 )» 

Чтобы опред'Ьлить значение к{п) для /г=а Ь^ с* зам**- 
тимъ, что въ выражен1и 

Х(п)=т;(а —а ) (Л' — Л ; (/'* — с* ) ] 

подъ знакомъ х, если мы раскроемъ скобки, входитъ ц'Ьлый 
рядъ членовъ со знакомъ ( + ) или ( — ). 
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Между всЬми втимй членами существуетъ только одинъ 
членъ, равный полному квадрату^ сл^Ёдовательно 

Чтобы определить, отъ чего зависитъ знакъ при 1, обра- 
тимъ вниманхе на то, что всяк1й раэъ, когда показатель л 
будетъ четное число, квадратъ будетъ отъ этой причины 
предшествуемъ знакомъ ( + ), если йге показатель а будетъ 
числомъ нечетнымъ, тогда въ квадратный членъ войдетъ отъ 
этой причины знакъ ( — ). Такое вл1ян1е им*ютъ въ отдель- 
ности показатели всЬхъ первыхъ чиселъвъ разложен]и числа 
п на первоначальные множители, следовательно вообще 

откуда иы ваходимъ 



^Т= Е^-Е^-Щ + Р-!^-Е^ + 



+ Г-1) Е я {<^) 



или собирая члены, однородные по отношен1ю къ разложе- 
Н1Ю, мы получимъ 



^1/^=^7-8^7 + 8^7-8^^3+ . • - + 8^^,-8^51+ • • 



-8^1^...+8(-1Г-'-^"^^^:-^ 



(7) 



"^^ а« Ь^с У 



где суммы |Ч распространяются на все простыя числа, не 
обращая вниман1я на ихъ перестановку. 
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Это же разложенге можно представить въ сокращенноиъ 
вид'Ь 

тл^Ъ знакъ|^ распространяется и на вс^Ь простыя числа и на 

ВСЁ возможные показатели. 

Функщя /)т(п)=«Х(п), будучи числовою производною Функщи 
Е}/п~ — ^?|/п— 1, обладаетъ на основанхи уравнен1я 

Х(а Г/. .) = (—!) 
свойствомъ, удовлетворяю щи мъ уравнен1ю 

Црд) = Х(/;) Х(г/). 

I 

Формулы (7) и (7'), представляя разложеше Еу^тГ, могутъ по- 
служить, какъ увидимъ впосл-Ьдствш, къ извлечен1ю корней 
П0М0Щ1Ю простой операции д-Ьленхя и разложен1я чиселъ на 
первоначальные производители. 

Дримтьрг, Для п=10. 

Ос.» рЮ, р1в „ 
ЙЛ-4= /! 2« + ^ -р = 3 

^Е—— ^0 и т. д. ВС* остальные части обращаются въ нуль и 



Еу/й\=-Е^-\1 ч- 3-1+2 = 3. 
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^! 8. Разложете вг рядъ числовой ^ункцш Еу п 

3 — 

Въ данномъ случа* Ь\п) = Еуп 

Разность Р{п) — Р{п—\) образуетъ числовую Функд1ю 

Функц1*я т^[п) обладаетъсвойствомъ обращаться въ нуль, какъ 
скоро п неполный кубъ, и въ единицу, какъ. скоро п полный 
кубъ. 

Пусть числовая производная этой Функщи будетъ Х,(п) 

\(/г)= />т,(п) =т^[срп] 

Опред^лимъ X, (п) для всФхъ значенШ числа п, 
Изъ разложен1я 

Е\/7 =У<^{\^ЕЛ-^\^2)Е-^ + \у{Ъ^Е~ + ..Д,(А)А^4- + ••• 



видно, что 

Х,(1) = 1 

Для какого нибудь числа п = (1^ Ь'^ с^ 

1^{а<'ь^с'( )=т, [(а«-а«-1) (/ - Ь?-^) (,Т-сТ-1)]. 

Принимая въ соображеше основное свойство Функцш 
т,(гг), легко видеть изъ поел -Ьдия го уравненхя, что въ ряд* чле- 
новъ, которые получатся, если раскросмъ скобки, стоящ1я 
подъ знакомъ т^, случится полный кубъ тогда, когда каждое 
изъ простыхъ чиселъ, входящихъ въ составъ числа п^ им*етъ 
степень кратную трехъ. 

Это же можетъ случиться, когда одинъ изъ показателей 

а^О (мод. 3): 



0^ 

тогда это простое число будетъ по отношен1ю къ простому 
числу а кубомъ со знакомъ ( + ) 
Если 

а^1 (мод. 3), 

тогда «* будетъ простое число въ степени, кратной 3 и 
дастъ кубъ по отнотсн1ю къ простому числу соэнаБОмъ ( — ). 
Если наконецъ 

а=0 (мод. 3), 

то въ разложен1и членовъ не будетъ куба по отношешю къ 
простому числу а и сл'бдовательно вовсе не будетъ куба. 

Итакъ. стало-быть, если мы для показателей а,{3 ^ даннаго 
сложнаго числа п найдемъ рядъ сравнен1й ^ 

а=е (мод. 3) 
^3=е' (мод. 3) 
Т = 8" (мод. 3) 

тогда количества е е', е" содержатся въ ряд* чиселъ О, 1, 2 и 

т 

гд* 0в=1, в,— 1, 0»=О 
На осяован1и этихъ соображен1й. 

Х,(о)=— 1 
Х1(а«)= О 
Х,{аЗ)=+1 
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вообще 

X, (а»»)=1, X, (о»"*']= -1, X, (а»"*«)=() 

Х,(а6)=+1 

Х,(а«6)=() 

Х,(о»6)=— 1 

Х,(а»6'с»)=Х,(а»)Х,(6')Х,(с»)=Х,(а^.Х,(А)Х,(г«)=0, 
и 

(8; 

гд'Ь знакъ 8 распространяется на всЬ простыя числа, не обра- 
щая вниман1я на ихъ перестановку. 
Вообще 

гд*]^ знакъ ^ распространяется на всЬ простыя числа, взятыя 
со всЬми возможными показателями. 
Примгьръ: Для п="18 



8^15=^^=2 



8^Л-о и т. д. 

3 

^|/18=18 — 23 + 2 — 1 + 6—2. 
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Подобнымъ же образомъ можно найти раэложен1е въ рядъ 
Еуп^ Еу^ и вообще 



т. — 



§ 9 Разложете Еуп ' 



«•у _ и»/ 



Функщя ^:^п)=Еу п — Еуп — 1 обращается въ 1 или въ нуль, 
смотря по тому, будетъ ли или не будетъ п степенью по- 
рядка т. 

Означая ея числовую производную чрезъ Х„(л) 

Х^п)=:/>7:„(п)=7Г^[срГ1], 



т. — 



будемъ им*ть следующую Формулу для разложен1я Еуп 

е{/1Г=Х^{1)Е^ + Х„(2)^|. + Х^3)4 + +К{Щ + • • 

гд* Х„(1)-1. 

ОС V 

Для какого-нибудь числа п=п Ь а* . . будемъ им^ть 

>^«»\ а Ь^с ' • )^^^^^^а -а )\Ь-Ь )\с с ••] 

йа основан!» вышеупомянутаго свойства Функцгя ^да(^) не 
трудно вид-Ьть, что '^^п) можетъ только тогда им-йть какую- 
нибудь числовую величину, когда въ ряд* чиселъ, стоящихъ 
подъ знакомъ тг^ и полученныхъ по раскрытш скобокъ, бу- 
детъ содержаться число, равное т-й степени какого нибудь 
цЪлаго числа Это же можетъ им'ёть м'Ьсто только тогда, ког" 
да т-я степень или степень кратная т случается по отно 
шен1Ю каждаго П/ростаго числа въ отдельности, или когда всЬ 
показатели а. р, ^.. . первыхъ чиселъ такого свойства, что 
числа а или а — 1, р или /3—1^ 1^ или у — 1 суть числа крат- 
ныя т. Отсюда заключаемъ, что, если 

а=:о (мод. ш) 

а-з1 (мод. т) 
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ш-ая степень, по отношешю къ простому числу а, будетъ 

им'Ьть м'Ьсто, если же 

а=2 (мод. т) 

а=4 

т й степени по отношен1ю къ простому числу а вовсе не 
будетъ и сл']Ьдовательно ея не будетъ въ ряд'Ь чиселъ произ- 
водныхъ. 

Притомъ, если а=0 (мод. ш), членъ, содержащ1Й ш-ю сте- 
пень относительно а будетъ отъ этой причины им'1Ьть предъ 
собою энакъ +; если же а=1, ояъ будетъ со знакомъ ( — ). 

Отсюда уже легко заключить, что для вычислеи1я Х^ (л)=» 

X \а^Ь с^ ) иу®^^ найти изъ сравненШ 

а=е' (мод. т) 



=г" 



Т^е'" 



количества г\ г'\ г'" . . . , служащ!я наименьшими поло- 
жительными вычетами показателей а, ]3, у по модулю т тогда 

)^ (;,) = (9 , в . . . 

гд* 

Такимъ образомъ 

Х.(в») = О 

х,^«») = о 

Х^««"^' 6*"с)=+1 
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И разложен1е Еуа приметь слЪдующхй видъ 

+ > . . 

гд* сумма8распроотраняется па всЬ простыя числа, не обра- 
щая внимашя на ихъ' перестановку. 

Эту Формулу можно представить въ Форм*. 

а Ь с 

гд* г\ г\ е'"... сохраняютъ прежнее значеше и суммао рас- 
пространяется на ВС* простыя числа и на вс* возможные 
показатели «1,^,7 

§ 10. Перейдемъ теперь къ разложен1ю числовыхъ Функ- 
Ц1Й совс*мъ другаго характера. ' 

Равложепге ^ункцт 6{п), выражающей число простыхо чисель, 
не превосходящихъ числа п. 

Эта Функщя замечательна въ исторхи науки т-Ьмъ, что она 
обращала на себя вниманхе многихъ великихъ математиковъ, 
и весьма важно остановиться подробнее на т^хъ случаяхъ, въ 
которыхъ законы по отношен1ю къ ней вытекаютъ изъ со- 
вершенно другихъ соображен1Й и на основан1яхъ,отличныхъ 
отъ т-Ьхъ, как1я существовали до сихъ поръ. 

Числовая функщя 

щ{п)^е{п)—в{п—\) 

обладаетъ свойствомъ обращаться въ единицу для п абсо- 
лютно простаго и въ нуль — для п всякаго сложнаго числа. 
Означимъ ея числовую производную черезъ [х п) 

^{п)^дт{п)^П[в{п)—е{п--\))=^т\^п\ 
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Не трудно видйть. что 

Н1(1)=т[91]=(> 

Для всЬхъ аростыхъ чиселъ а, Ь, с и т. д. 

|х(аНт;9(а)^=+1 
[х(а^;=т[9а*]= — 1 
|х(<|Л)=и/[9(а6)]= — 2 

^(аЧ.=^т[(9аЧ)]^гп[{п^ ^^|«) (Л— 1)]=-П 

ибо въ посл'1^днемъ случа']^ въ ряц'Ь производныхъ чиседъ 
н'Ьтъ просты хъ чиселъ. 

На томъ же основаши 

а ^ Т 
\».{а Ь с ....)»0 

ВСЯК1Й разъ, когда между показателями а, р, у найдется хо- 
тя бы одинъ показатель бол'Ёе 2. 

а /3 у 
Итакъ Функщя \1 {а Ь с ,. .) им'Ъетъ значен1е^ отличное отъ 

нуля только при УСЛ0В1И, чтобы ни одинъ изъ показателей 

не былъ бол^е 2. 

Для сложныхъ чиселъ^ составленныхъ изъ произведен1я 

простыхъ чиселъ въ первыхъ степеняхъ, [х(п) равно числу 

простыхъ чиселъ, входящихъ въ рязложеше со знакомъ + 

или — , смотря потому, будетъ ли число простыхъ чиселъ^ 

входящихъ въ разложенхе нечетнымъ или четнымъ, такъ что 

рь(аА)=, -2 
и т д. 
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Для случаевъ, когда въ образоваше числа п входитъ толь- 
ко одно простое число въ квадрат^^ ^[п) всегда равно +1 
или — 1, то-есть 

К^1«) 1 

^[аЧ)= + 1 

р.(а^6(?)=— 1 

р.(а%'(/)=+1 
и т. д. 

Бели въ образованхе числа п входить бол^е одного ква_ 
драта или одно изъ простыхъ чиселъ въ степени бол*е 2, 
то ^{п) всегда равно нулю, ибо тогда между производными 
числами отъ числа // мы не будемъ вовсе встр'Ьчать про- 
стыхъ чиселъ. 

Сводя ВС* эти результаты, мы получаемъ следующую та- 
блицу, определяющую ^{п) 

Р'(в*)='0 и т. д. 

^Щ, 2, Кл**)=+1 

\».{аЬс 1е)^ + 5 \1(а^Ьс(1е)=^ — 1 



11(а8^=0, ^{аЧ)=^0, ?1(а*й)=0, \1{аЧс(1)=0 

11^а^6*;=0, |х^а*/»*г =0 . . и т. д. 
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и следовательно 



«.) - 8 Е^ - 8 «1- « 8 е.1 +8 4-^ ' 



+ "8^^ -8 «* 



аЧс 



-4 8^г^.+8^:' 



(10) 



аЬсЛ 



аЧсЛ 






^^^ ■ • • т^ • • 



гд'Ь знакъ суммы ^рд'Спространяется на всЪ простыя числа, 

не обращая вниман! я на ихъ нерестановву. 
Иримгьръ. Для п=30. 

8г^4 +4"+Е?+г?'(-4?+« п+^й+^г.+^+'^в-" 



8г^-г|+Е|.^-, 



'30 гт 30 . . 30 . „ 30 . г, 30 



8^1-^5**-й+*й^^5+^тп+^г «й-'= 



8*1?-». 8 ^1 



'1 и следовательно 



0(^ЗО)=43 — 11— 2.15 + 5 + 3.1=в10. 

§11. Перейбемъ теперь кь разложепт функцги -/У(я), выра- 
жающей число квадратичныхъ вычетовъ простака числа р^ не пре- 
восходящих^ даннаю предгьла п, 

Функщя 

К{п)=^Щп)—Л{?1—1) 



обращается въ единицу или въ нуль, смотря потому, бу- 
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детъ ли п квадратичный иди неквадратичный вычетъ абсп- 
лютно простаго числа /. 

Не трудно найти выраженхе этой Функщи помощ1Ю обык- 
новеннаго символа Лежандра. 

Действительно 

/^(«)=^V(п)-^V(«-1)Ц[1+(•р] 

гд* (—1 символъ Лежандра, равный -Ы или — 1 смотря потому, 

будетъ ли п квадратичнымъ или неквадратичнымъ вычетомъ 
числа р. 
Означимъ чрезъ у^п) "исловую производную Функд1и К{п) 

Числовая производная постояннаго числа равна нулю и 
сл'Ьдовательно 



<«)=м(«)=|/>(^-)=да]) 



р ' *1\ р 

Изъ уравнен! я 

видно, что 

у(1)«^У'1) = 1 

ибо 1 есть квадратичный вычетъ числа р. 
Изъ уравнешя 

лт,.]-.(..)-4(Мь1((?)-(|» 

ВИДНО, что у(а)==0, если а есть квадратичный вычетъ числа /? 
и у(а) = — 1, если а есть неквадратичный вычетъ числа р. 

.(„.)_-(М)_'{{-^)_(±)).'(,-(5)) 



— ;п — 

или у(а*)=Ю для а квадратичнаго вычета р 

==+1 для а неквадратичнаго вычета ;>. 
Вообще 

и. 

V(о )==0 ДЛЯ а квадратичнаго вычета р 

а^ — 1у для а неквадратичнаго вычета р. 
Для какого-нибудь числа п^=^^ ь^ '^ 



, « 13 V, м\(п^ .^п^'-^ М Ь^1^^^){ с^-'С^'^]] ^ 



Изъ посл'1^дняго уравнешя не трудно вид*ть, что у(п) будетъ 
равно нулю ВСЯК1Й разъ, когда въ его разложен1е на перво- 
начальные производители войдетъ хотя одинъ квадратичный 

а 13 Т 
вычетъа числа/?, ибо тогда всякому члену (^ — - — ^ найдется 

а-1 /3 у 
соотв'ЬтствующШ членъ — (^ ^] ему равный и противу- 

положный по знаку и выражеше Функщй у(л) будетъ состо- 
ять изъ суммы членовъ попарно уничтожающихся. 

Если же всЪ простыя числа а^ ь. с^ входящ1я въ составъ 
числап.. буду тъ неквадратичными вычетами, тогда всЬ члены 
въ вырнжен1и у(п) будутъ им'Ьть одинаковые знаки^ ибо каж- 

а /3 Т 
дому члену / \ найдется ему равный по величин'^ членъ 

а ^ 7 а /3 Т 
1а Ь с \ /а г Ь \ 

~\—^п\—Г~> ' 

Число такихъ членовъ будетъ столько, сколько находи'1'ся 
членовъ въ разложенш Функщи ?(/?) чиселъ цроизводныхъ отъ 
числа п. 

Бели означимъ чрезъ С(п) числовую Функщю. выражаю- 
щую число различныхъ абсолютно простыхъ чиселъ, необхо- 
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димыхъ для обрнзовавгя п, то число членовт»^ входящихъ въ 

выражен1е у(п} будетъ 2^ . 

Звакъ всЬхъ этихъ членовъ будетъ одинаковъ со знакомъ 

« Р Т 
члена ( ^=»(— 1) ^*^^ '^ ибо а, 6, с, суть неквадратичные 

вычеты числа р. 
йзъ всЬхъ этихъ соображен1Й видно, что 

у(п)=у(а 6 с ;=( — 1) 2 

Сводя все. что мы сказали о Функцш у(/г), мы вс* выво- 
ды относительно нея можемъ свести къ сл^дующимъ заклю- 
чен1ямъ: 

у(1)=1 

а |3 ТГ 
у(а Ь с )=0 ВСЯК1Й разъ, когда въ разложен1И числа п встре- 
тится хотя одно простое число, служащее квадратичнымъ 
вычетомъ числа р, 

Навонецъ 

сяк1& разъ, когда всЪ простыя числа а, Ь^ с,,., суть неква- 
дратичные вычеты. 

Означивъ ВС* простыя числа, служащхя неквадратичны- 
ми вычетами числа р чрезъ а, Л, б?..., мы получимъ следую- 
щее разложение для Функц1и А{п) 



II) 



+ 2Ч-8^„^ + ) 
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или вообще 

Примпръ. Для ;>==11 квадратичными вычетами числа 
11 будутъ 1, 3, 4, 5, 9: неквадрнтичными числа 2, 6, 7, 8. 
Простыл числа, менып1я п и неквадратичные вычеты суть 

2 и 7. Для /?=»8 им*емъ 

Означивъ число неквадратичныхъ вычетовъ, не превосхо- 
дящихъ п, черезъ Л^,(г?) будечиъ им*ть уравненхе 

откуда въ связи съ уравнен1емъ (И) или (И'; получимъ 

Л^,(,.)=_8(-1)''+^+Р-"" 2'-'"^-^ Е^ (И") 

Мы видимътакимъобразомъкакъ общая Формула (Г) послу- 
жила основан1емъ для разложен1я въ рядъ такихъ разнообраз- 

ныхъФункщй какъ 1, Е\/п^ Еуп, ...Еуп, 0(и), числа про- 
стыхъ чиселъ, не превосходящихъ п и Щп)^ числа квадратич- 
ныхъ вычетовъ простаго числа />, не превосходящихъ п. Не 
смотря 1га разнообраз1е и отсутствхе связи между этими Функ- 
щями, при разложеши ихъ употреблялся одипъ общ!Й пр1- 
емъ и получались результаты, способные быть приведенны- 
ми въ зависимость отъ другихъ числовыхъ Функщй, им'Ью- 
щихъ определенную числовую величину для всякаго ц-йлаго 

числа п. 

Какъ всякое обратное д-Ьйствте операц1я нахожден1я число- 
выхъ производныхъ д'Ьлается источникомъ новыхъ числовыхъ 

функщй. 

3 
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Так1я новыя числовыя Функщи, полученныя въ нашихъ 
разложен1яхъ, суть Функщи д{п), Х(л), Х,(^), 1а(л), у(л). 

Входя въ коеФФищенты разложеп1я для другихъ Функщй, 
он!) суть ничто иное, какъ числовыя производный, такъ 

11.(п)=П(в{п)—в{п-1))=1) т(п) 

Каждая нзъ этихъ Функц1Й обладаетъ особымъсвойствомъ 
по отношен1Ю къ знаку числоваго интеграла. 
Такъ 

равна 1 для ;?=1 и нулю для другихъ ц1элыхъ чиселъ п 
\ Х(^/)=:1 для полныхъ квадратовъ 

=0 для неполныхъ квадратовъ 
/, ^|(^)=1 для полныхъ кубовъ 

=0 для неполныхъ кубовъ 
X И-^Ю—! Д-^" простыхъ чиселъ 

=0 для сложныхъ чиселъ 

/^ у{с1)=1 для квадратичиыхъ вычетовъ простато 
. числа р 
=0 для неквадратичпыхъ вычетовъ простаго 
числа р. 
Мы остановились на этихъ свойствахъ, находящихся въ 

зависимости отъ знака N по тому, что впосл*дств1и вос- 
пользуемся ими при разсматриван1и числовыхъ тожествъ. 
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§ 12. Взявъ числовой интегралъ по натурнльнымъ числнмъ 
отъ об'Ьихъ частей уравнен!» (Г)^ мы подучимъ уравиен1е 



8'/''(«)=/:«)=о:1)8*^у+()(2)8"^4+у(3)8"'^т 



+ . .+ 



гд* о (А') коеФФ11Ц1ент'ь разложения Функц1и 
На основан!!! уравнен1я 

получимъ *) 

0{фп 1)^1 _| ^1(1 + б'|)] + ...+ |(11) 

разложеи1е Функц1и ^(л) по Функц1ямъ 

1п+1)Е^-±:гЕЦ1 + Е^). 

КоеФФИцхентъ этого разложен1я 0{п) будетъ по,^(п) опред* 
ляться слЪдуюхцею Формулою 

0(/г)=/?[Д;г)-/'(п-1)]=/>[Дп)-2^(?г-1)+^(п— 2)] 



*) См. Числовыя тожества, наюд. въ свизи съ свойствами символа Е. Мат. 
Сборн. Томъ I, стр. 4, Формула (8). 
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Прилагая Формулу (II) къ предшествующимъ разложен1ямъ, 
мы получимъ ц^лый рядъ новыхъ разложен1Й. 
Такъ изъ Формулы (6) получимъ 

»-"-?^-8[(''+')гМ«^!('+*"7)]+ 



8[("+Ч1-.-«»^а1('+<1)]-8[!»+')''л-Ь»<С('+С.)] 



4- 



гд* знаки суммъ Я распространяются на вс1Ь простыя числа, 

не обращая вниман1я на ихъ перестановку. 
Изъ Формулы (7) получимъ 



8*^?|/г*=,(п^-1)^Е'^//г — 



" 273" 






+ 



или 



/ ,чг^/- ЕуГ^Ц+Е1/п){1+^Е1/п) (п+1)« ^ 



2. 3 

+8(-1) [^„ + 1)^.^^ 

а Ь С ... 



I 



|3 Т 



а о с 



(13) 
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гд'Ь знакъ суммы расиространяетса па всЬ козможныя 
простыя числа а^ Ь, с^ . . взятыя во вгЬхъ возможны.^ 
степеняхъ а, [3, у . . . 
Формула (10) даетъ 



-8[(«+1)^^.-4"^Г^(1+^^^ 



■28[(« + 1)^^-|'.*^„^(1+^^^,)] 



+ 



+8[(«+1)гж-?«г^(1+^'^4Ч 



-48 [{п-^^)Е^^,-\<^ЬеАЕ-^^^ (1 +^^^] + 



+ 



8[М-1)А^Ж-^- ^^^^>-^Е^{^ + Ь^^) 



+ . 
ИЛИ 



п 



1 м=1 



, — 3. 



§ 13. Им'Ья разложен1е Функц1Й Е]/п, Еуп, . . . у/г, 0{п)^ 
мы можемъ легко вывести и разложен1я въ числовой рядъ 

Функщй /(^|/п), ({Еуп) . . . /(в/0, гд* /есть знакъ пр()л:ь 
вольной аналитической или числовой Функц1и. 
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Разхожвте [(Е^п), Для разложеы!» Фу1!кц1и [{Е^п) зам'Ь- 
тимъ, что функция 

<п)=[{.Е\/п) ~(Е\/^^\) 

обращается въ нуль для случая, когда п неполный квадратъ 
и равна 

1\Е]/п)—[{Е\^п—\)=^'^Е\^п==^}^(п) 

для т'Ьхъ случаевъ, когда число п есть полный квадратъ. 

Зд'Ьсь п' = ^Е'^/гг. 
Определяя числовую производную 0'{п)^ мы зам'Ьчаемъ, 

что знакъ ея будетъ для п=а о с одинаковъ со знакомъ 

количества (—1) , а численная величина будетъ 



такъ что 



, Е^ е'1 е1. 

\а " Ь " с /, 



^у; «+13+Т Е^ е1 е1. 

и сл-Ьдовательно 

_ ^ а+/г+у+.. Ё^ Е^ ё~.. 

1\Е]/п) =/1^| + 8(-1) -Ха ^6 ^е ' )^ «-.(15) 

а Ь С 

% 

Зд'Ьсь знакъ суммы Ь распространяется на всё простыя 
числа во всЬхъ возможныхъ степеняхъ, не обращая внима- 
Н1я на ихъ перестановку. 

Функщя Цп)=-({п)—{{п—\), 

Написавъ это выражеше въ раскрытомъ видЬ, получаемъ 
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Если 

то 

(1 + ^1/^)" луг V ^ п ^ и Г1^|.л^м „,, п 



-^^1Ьс-^^"^Жс 



Для и=10 






8«^^з-2^^=2.8^„1=2 



сл'Ьдовательно 



-^И:1^!^1+^Ь^= 10-11+7-2+2= 
Для 






И 



:О^~0±:^.2Ш±М1^' =^Е'1 



1.2.3 '^ 1 "^ 



а о с . 
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или 

П {.у тп П 









Для п = 10 



8^ ^ =11, 8«*^^ =п. 8««^^, =1. 8^„^ =2 
сл-Ьдовательно 

ч 



4 

:1 



5^' 14. Р(13лоэ1' вше [{Еуп). 



3. — 



При ра.^ложои1и [{Еуп) въ числовой рядъ нужно обратить 
вниман1е какъ на числовьтя Функщи Х,(/г),являющ1яся при раз- 

ложеши ЕуатА'къ и ^па свойство Фуикцт{1'Еуп)^[Еуп — 1) 
обращаться въ нуль для всЬхъ неполиыхъ пубовъ и В1> 



3, — 



1{Еу п)--:({Еу п—\) ДЛЯ вс'Ьхъ чиселъ п, которыя суть пол- 
ные кубы. 

Полагая ({п)-'1\п —А) = бп, мы изъ простыхъ соображен1Й 

а /3 7 
легко можемъ вид-^ть. что для п=а о с коэффищснтъ разло- 

Я4 0И1Я им1^етъ величину 

^ р^1 Е^ 1^1 

1){[[Е\/п)—1Е\/п-\)=к,{п)^^^{п ^Ь '^ ^.) 
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На основанш этихъ зам^^чангй разложеше принимаетъ 
сл'Ьдующ!!! видъ 



* ^ Т 



Б^ е1 я 



[(Е^п}^Е^^^\,{а Ь^с,.).1(^а ^Ь ^с ^...)Е 



п 



ОТ 
а Ь с . 



. (16) 



гд'Ё знакъ сумм ы 1^ распространяется на ъсЪ простыя числа 

и вс^ возможные показатели, не обращая внимаше на пере- 
становку простыхъ чиселъ. 

Написавъ это разложен1е въ распространенной Форм^^ 
получимъ 



Д^п)=/1 Е^-^ 1'1^7 + ^ ^«^^-'^ *«^Т*+ . . . . 



н- *1 8^^-8ф«^:^+8ф«^:^. -... +8ф(а6)^:;^ 



аЬ 



аЧ 



а^Ь 



а^бз 



-8ф1^1г + 



аЬс 



(16) 



Для случая, когда /п=вп*, <]<«=»2га — 1 






-8^4 + 
аЬс 



Для п«=10 



8^^-11, 8(2«-1;^^=3,8^^-2. 



(^10)»=10— 11 + 3 + 2— 4. 
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Зал^^млгельво во вс']^хъ этихъ разложен1яхъ, что так1я 
аналитически операщи, кавъ извлеченхе квадратныхъ и ку- 
бическихъ корней, а также и другхя бол^е сложные д^йств1я 
ставятся въ зависимость отъ разложен1я чиселъ на перво- 
начальные производители. 

Действительно, для вычислен1я |/2" стоить только найти 

величину одного изъ чиселъ ^|/200, ^^^20000 по данному 
ряду, тогда найденное число дастъ возможность вычислить 

|/2 точно до десятыхъ сотыхъ и какихъ угодно долей, ибо 
во вс^хъ этихъ случаяхъ им'Ьютъ м'Ьсто следующ1я не- 
равенства 

}/200—Е\^Ш <1 



|/20000— ^^|/20000 *< 1 
следовательно 

У2"-1^2оо<1 



10 ^ ^ ^ 10 



|/2 -±Е\/Шт<^ и т. д. 



и потому мы можемъ еъ ошибкою, не превосходящею 0.1 
или 0.01 положить 

^/2"=0.1^|/200,>/2'«0.01-&|/20000 

Конечно нельзя пользоваться этими рядами съ практиче- 
скою цел1ю извлечен1я корней, но нельзя не обратить вни- 
ман1я на то обстоятельство, что мнопя числовыя и анали- 
тическая операщи стоятъ въ такой внутренней связи съ 
операщею разложеная ц^лыхъ чиселъ на первоначальные 
проивводители. 

§ 15. Подобныйъ же образомъ мы можемъ произвести 

ааложеше ((Еуп). 
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Для этого, согласно § 9, нужно обратить внамаше каиъ 
на свойства Функц1и Х^ (п) такъ, и на то обстма!!едьство, ито 

функщя ({Еуп) — [{Еуп-^Х) обращается въ нуль для п не- 

полныхъ т-хъ степеней и въ ({Еуп) — ({Е^п — 1) для тФхъ 
чиселъ п, которыя будутъ полною т-ю степенью другихъ 
чиселъ. 

Полагая Дл) — ^Дп— 1)в^*(п), найдемъ, что коэффицхентъ 

разложен1я Функщи ({Еуп) будгтъ для п=а Ь с . . имФть 



величину 



Е^Е^1- 



В[({_Е\/'а)-Г{Е;г^^=Щ]^Ы.п)а ""Ь ""с'"... 



Разложенхе Функц1и ({Еуп) представится въ сл-Ьдующ емъ 
вид'ё: 

а Ь С .,, 

гд'Ё знакъ суммы |) распространяется въ прежнемъ сцысл'Ь. 

;:; 16. Полагая, что 6{п) есть Функцхя, выражающая число 
абсолютно-простыхъ чиеелъ, не превосходящихъ щ мы вю- 
жемъ получить раеложеше (0{п). 

Фуикц1я Д 0{п) )— Д в{п — 1) )вО для всЬхъ слоигныхъ чи- 
селъ п 

Для простыхъ же чиселъ 

я 0(л) )-я е(«-1)_д »«)-/!; вп-1М0й. 

гд* 

«ря-^п)— Дп— 1). 

Числовая производная 

V., (л)=о( (е{п)-(е{п-\) ) 
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обдадаетъ свойствами, который могутъ быть выражены ря- 
домъ сл']^дующихъ уравненШ 

Н., (1)=^0(1)=Д) 

Если Цх) такая Фун^щя. что ДО) = О, то 

Н'^а26)=ф(0а) 

1х^(а2&с)=-^(0а) 



и т. д. 



[1.^(аЬ)=-№((9а)+*(06)] 



а б у 
(1.^ [а О С )а:0) если хотя одинъ изъ показателей болЬе 2 

или одновременно два или н^^сколько чиселъ бол'Ъе единицы. 

Принимая это въ сообразкенхе, мы получимъ сл']^дующую 

Формулу для разложен1я Функцш 1&[п) въ числовой рядъ. 



(е{п)ш:^%^в(а)Е^'-^^е[а)Е^-^т[а)^^^^^ 



^(^еа+ЮЬ+Юс)Е^^ _Лб^(а)/^'-1 



аЬс ^' ^' ' аЧс 



+ 
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Если /■(п)=«'^, Цп)~п 



+ ^^ва+еЬ+вс)Е^-^еаЕ^ 



Для п=20 будемъ им:Ьть 



8ва^^-^^+24" + 3^|1 + 44" + 5^|?+б4" + 7^П+84Н» 



т20 п20 . ^ гт20 



81 е(а)^^=^|" + 2^?| - 5 + 4-9 



•20 . ,, . .4 гт 20 . ,^ . .^ гт 20 . /^ . ^х г»20 



8.0а+06)^^=-(1+2)^5+(1+3)^^+(1 + 



20 г» 20 . ^ лт 20 . гт 20 



сл']&доватедьно 

(1+0(20)) в(20)_68-9-27+ 4=36 
1.2. 



=>^* И 



Полагая /"( п) = *''""*"[\^з" ~^ им*емъ *(я) 
в(»)(1+в«)(1+2вп:^ 8[(вв}»^|-8'0в)*^^, 



+ ^1{0а)Ч{вс)Ч(в1>)*]Е^^+^{ва)^Е^ 



§ 17. Если мы означимъ сумму Функщй [х, взятую для 
вс']^хъ первыхъ чиселъ, не превосходящихъ п черезъ^ (п) 
или по нашей терминолопи числовой интегралъ по первымъ 



— 46 — 

чисдамъ ^/^^^то, при разложенхи этой Фувкцш въ рядъ лег- 
ко зам'Ьтить, что количество {§ (п) — д (п — 1)=0всяк1Йразъ, 

когда п сложное число и равно /"а для всякаго абсолютно про- 
стаго числа п. 
Принимая это въ соображенхе легко вид^^ть, что 






*(М) 



Сумиа всЬхъ аростыхъ чиселъ, не превосходящихъ п, бу- 
детъна этоиъ основанш выражаться Формулою. 






[(т 



Для ;?=10 будемъ им'^^ть 



^ а^| = 24Чз^?+5^^+74'«36 



40 . . гтЮ 



и 



8 [а+Ь)Е^^'^Ц+^)Е^^+Л+^)Е-^П 
8 (10)=36— 7— 12=17 
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Сумма ввадратовъ «еЪхъ проетыхъ чиседъ, не пр«восхо- 
дящихъ я . . 15 (») "■ Лд.»(а)будвть 



-8(«^+6«+е«)^-8а»^г:^ 



аЬс *^ аЧс 



^^аЧЬЧсЧ<!^)Е;^,^^а'Е^, 



'(19") 



аЧсА ^ ^^"^ ^ аЧсЛ 



Если мы ра8ложимъ8ф0^ (^)) гд^ в(^) выражаетъ число 
проетыхъ чиселъ, не превосходящихъ х^ то найдемъ 



Сравнивая эту Формулу съ Формулою (18), видимъ, что вто- 
рыя части тожественно равны, откуда и заключаемъ, что 



^Ф0(^)(^)="^®^^) (2^^ 



г д* (/п)—/'(п — 1 )=*ф/г . 



Сумму проетыхъ чиселъ, не превосходящихъ /г, мы мо. 
женъ вывести еще другимъ путемъ. 
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Взявъ числовой интегралъ Формулы (10) по натуральнымъ 
числамъ, мы получимъ Формулу (24). 

8>(«)=8[(»+1)^М<0+^7)] 






(21) 



-8[(«+1)^н4->^аЖс(^ + ^Жо)] 



Съ другой стороны мы им'Ьемъ следующую Формулу, свя- 
зывающую ФункщиЯ (гг)и0(п)(*) 

^^(га)=(я+1)0Гя)-^«0(«) .(22) 

1 

ЗамгбняяХ 6(и) соотв-Ьтствующимъ рядомъ по Формуле 

(19) мы получимъ новое разложеше Функщи \ (л). 
Изъ уравнешя (22) легко вид'ёть, что 



*) См. Числовыя тожества и т. д. Мат. Сборн. Томъ I, стран. 80, строка 1. 
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Вставляя это выражен1е въ Формулу (22) и принимая въ со- 
ображенхе Формулу (19'), получимъ 



= 8<-8«^р-8(«+»)^„1+8«^^ 



+ ^{'»+Ь+с)Е-^-$аЕ;^, 



аЬс ^ аЧс 



«^,а+6+.+Ю^г^-8'/<,^ 



+ 



тожество совершенно особаго характера. 
Подобнымъ же образомъ можемъ вывести два различныхъ 

разложешя дляд (;г)— суммы квадратовъ всЬхъ простыхъ чи- 

селъ, не превосходящихъ п. 

Первое разложен1е представлено Формулою (19"), другое по- 
лучится тогда, когда совершимъ числовую интеграц1Ю по на- 
туральнымъ числамъ надъ Формулою (19'). 

Выа. I. Отд. I. 
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Интегращя эта даетъ 






или 



8 "8/«)=(»+1)8 (»)4 { 8«'^70+^7)-8«^^^0+^«^) 

+^(а+Ь+с)аЬсЕ±.^{х+Е^)-^аЧсЕ^11+Е^) 



Откуда, вставляя это выражен1е для 8^ 8 {^) въ Фор>1улу 

8«(«)=(«+1)8/«)-8^"8(«) 
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И принимая въ сообраяседхе Формулу (19^')) находимъ 



+ 



-|.{8..г^(1+в|Н..е^(1+в1) 



+ 



Подобный же соотношешя мы можемъ вывести, опред'Ьляя 
различнымъ образомъ |^ (?<), |) (п) и вообще Я (п) 

3 4 *^» 

Завонъ взаииныхъ раздожешй 

§ 18. Общая Формула для разложешя ФункцШ въ числовой 
рядъ служитъ основанхемъ для вывода одного простаго за- 
кона, связывающаго дв'Ь произвольный числовыя Функщи. 

ИмЪя разложен1я двухъ Функщй Е(п) и ^(п) въ числовые 
ряды 

Р{п)=^Т{\)Е^-^Ру2)Е^ + ....Е{к)Е(^) + ... 



П . ^^,^^пп 



ф[п)=ф{\)Е^^0{2)Е\ + ... ф[к)Е1+ . . . 
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гд*]^ функщи ^\п) и ^{п) суть кобФФИщенты ра8Д0жен1я Функ- 
щй Р{п) и ф{п)^ опред'Ьлепные изв'Ьстными уравнен1ями 

Р{п)^В{Р(п)-^Е{п—\)) 

мы можемъ легко вывести одинъ законъ, связываю1^1й дв^ 
произвольныхъ функщи. 
Написавъ разложенхе Функцги Р{п) для аргументовъ /г, 

Е^ , ^у , Е^ 1 • • . Е^ , . . . , мы получимъ рядъ урав- 

нен1Й 



Р(е\УЕ{\)Е\^Р{2)Е\^, . .^Р{к)Е-^+, . . 



Е{Е})=тЕ}+Е2Е-^+. . .+ТкЕ^+. . . 

Унноживъ эти уравнен1я соответственно на ^(1), ^(2)* 
^'(3),... и сложивъ, получииъ 

^(:^)Р(п)ф1Щ)+-^ХЩЕ^)+ . . . +-^(к)Р(Е^)+ . . 

+ 7(2)[/(1)^-|+^(2Ж-|+. . .фЕ^+. .-.] 



+ Щ[^^\)Е^+<^[2)Е^^+ . . ] 
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или 






ИЛИ 



Законъ этотъ, связывающШ дв-Ь произвольныхъ Функщи, мы 
будемъ называть аакономъ вааимныхъ разложенШ, Онъ показы- 
ваетъ, что сумма значен1Й первой Функцхи, соответственно 
умноженныхъ ва воеФФищенты разложен1я второй, равна 
сумм'Ь значешй второй Функцш, соотв'Ётственно умножен- 
ныхъ на коеФФИц1енты разложен1я первой. 

Этотъ законъ ведетъ къ безчисленному ряду самыхъ лю- 
бопытныхъ соотношешй, который принимаютъ т^ или дру- 
Г1Я частныя Формы, смотря по свойству Функщй, входящихъ 
во взаимное соотношенге. 

Полагая Г(п)=^Е]/щ ^{п)=^Еуп и зам-Ьчая, что 

мы получаемъ уравненхе 

8. Чи)Е/^^^^ ЫЕ^ 
или въ раскрытой Форм^ 

+ ^ 

-е^^-^е^*^е^^е{/^+. . 
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Для 7<=>20 



8е]/ =-»,8г)/ Ь.-г.8Е1/ :^-1.8в^ =г-.. 



следовательно 

4-1-2+1-Ц-4=.2-9+2-1+1+4-3=-4 

Полагая Г {п)=Е\/п^, ^(п)=9(п), 
будемъ лиЪть 

- в(«)-8Ч1)+8ЧЭ-«Ч.4)+8в(5)-.. 
+ 8«©-8«а+8Чя)- ■ • 



-' 8*/ ^Й5+8«»/ ^ 



4- . 

Принимая въ соображенхе уравнеше 

гд'& ?(;}) числовая Функщя, выражающая число чиселъ аер- 
выхъ съ п и меньшихъ 7г, мы можемъ иолучить связь меж- 
ду любою изъ иредмествующиъ Функщй и аналитическою 

Функщею ^^ ' . 

Такъ, при Р{а)=^д[п)^ ^(/г)=.?^'^ будемъ им1Ьть 
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?(1» 6>(у) +?{2) в{Е^)+?[Щэ(Е^)+ . . . + П)в{Е^)+ . . . 

+ 

Пола га я 

гг \ /Е»V-;в ^/ N Е\/п(1 + Е1/п) 

Р[п)^{Еуп)\ ф{п) ^—^-^^-1 

получимъ 



8 

+ 



-8(*]^±)'+8(г^5=)- • ■■ ■ 

+8«а-1)г/п7(1+В1/'у-8(2«-1)г/^(1+г/Т)+.... 
+8^/.1('+^»/1)-8(^°-')«^5('+^/5)+ 
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Полагая /'(;1)=д (л), суии'Ь первыхъ чиселъ, не превосхо- 
дящихъ п и ^ (я) с=э ЕУ я > полу чимъ 

аЦе/ 



=8« Е /"1-8« Е /'|-8(а+*) Е /5+ 8« Е / ^ 



Мы можемъ поставить во взаимную связъ по закону взаим- 
ныхъ разложен1Й, не только т'Ь Функц1и, которыхъ прямое 
разложен1е въ рядъ мы им']^емъ, но часто и т'Ь, для кото- 
рыхъ такого разложен1я не существуетъ. 

9то бываетъ возможно всяюй разъ, когда разлагается въ 
рядъ какая-нибудь другая Функщя, находящаяся съ данной 
въ нФкоторомъ соотношен1И. 

Такъ, желая связать дв* числовыя Функцш ^^Т и ^(п) 

сумму д-Ьлителей ц'Ьлаго числа л, мы зам'Ьчаемъ, что 

о(п) =/(!)+ )(2) +р)+ . , . +^[п)^Е^+2Е^+ 3^|.+ . . . 

откуда, принимая въ соображенхе законъ взаимныхъ рнзло 
жен1Й, полу чимъ 
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Е ^п- +2Еу^^ + ЗЕу^ 1 + ^Еу^ ^+ . 



=*(«)-8"^0+8Ч^г«)-8»(^1«^ 



+ . 



\ а Ь с I 



если 






V-} 



Ь С 



Подобнымъ же образомъ, если бы намъ нужно было свя- 
зать Функщю ^ {п), выражающую сумму квадратовъ д'Ьли 
телей ц^лаго числа п и в{п)^ число первыхъ чиселъ, не 
превосходящихъ п, мы должны зам'Ьтить, что 

и следовательно въ уравненхи (III) должны положить 

тогда ^(г?)=/г«,/^(п)=11(>0 

и законъ взаимныхъ разложенШ принимаетъ видъ 

+ 
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4 

ИЛИ 

ч 

Такихъ соотношен1Й можно найти очень много и вс* они 
могутъ послужить въ н'Ькоторыхъ случаяхъ для р'Ьшешя 
различныхъ вопросовъ. 

Наиболее зам']^чательнымъ по своимъ числовымъ приложе- 
Н1ямъ является тотъ частный случай, когда одна изъ Функ- 
щй равна единиц:^. 

Полагая ^и=1, мы на основан1и разложен1я (6) 

должны положить 
Законъ взаимныхъ разложен1й прииетъ Фориу 



^у{и) = 8)«/'(^|-) (IV) 



На основан1и Формулы (IV) Формула (А) можетъ принять 
еще следующую Форму 

Е^ Е^± 

Р{п) = 8"?« Р{Е-^) + 8,- ?» г (Е^) + 8, д{и)Р[Е^)+. . . (в) 

Положимъ, что число п, будучи разложено на первоначаль- 

ные производители, представляется въ вид* гг=а о с, 

Назовемъ его числомъ четнаю образоватя всяк1й разъ, когда 
для его составлен1я требуется четное число а + р + у оерво- 
начальныхъ множителей, и числомъ нечвшпаю образован {я въ 
томъ случа*, когда число такихъ множителей нечетное. 
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Опред-Ьлимъ, сколько содержится въ ряд-Ь натуральныхъ 
чиселъ отъ 1 до п чиселъ четнаго и нечетнаго образован1я, 
считая при этомъ 1 за число четнаго образован1я 

Означимъ число чиселъ четнаго образован1я чрезъ N^ {п) 
и нечетнаго образованхя чрезъ N1 (п). 

Не трудно видеть, что для р'Ьшенхя этого вопроса нужно 
положить въ Формул* (IV) Т{и)=Ци) и сл'Ьд^вательно Р{и)^ 
Еу'Т, тогда 

п п . 

8К<^) = N,^^,)-Щп)=8^■|{и)ЕУ | 
или 

Кром-Ь того 
следовательно 

Прим 1ьръ: Для я=20 

~ " 2» 






'"+ 



X (20)=4— 12+4=— 4 

действительно, въ данномъ промежутке находятся сл*- 
дующ1я восемь чцселъ четнаго образовашя: 1, 4, 6, 9, 10, 
14, 15, 16. 



-бо- 
на основаи1и Формулы (А) существуетъ еще между Функ- 
щями Л^, {п) и Л', (п) сотвошен1е, выражаемое уравнен1емъ 



ИЛИ 



8 л-«(^^-)-8 N,(Е^)■,Еу^г. 

1 1 

Друпя Формулы, какъ наприм'бръ (15) даютъ основан1е 
для р'Ёшеы1я другихъ бол'Ье сложныхъ задачъ по отношед1Ю 
Еъ числамъ четнаго и нечетнаго образован1я. 

Назовемъ ц']^лое число п!=а Ь с чисдомъ произ- 

а р Т 
водыымъ по двумъ отъ ц^^лаго числа ;?=а Ь с . 

Каждое число п будетъ им'Ьть свое производное число п'. 

Если мы положимъ въ (1У) 

а+13+Т е^б^е! 
Р{п]^[{Е}/п), то1{п)^[-\) ф(а \ ^с *) ' 

и законъ взаимныхъ разложен1Й принимаетъ видъ 



п 



3 х(«жм')-8 чтЕ/^] щ 



гд^ и* есть число производное по двумъ отъ числа и, 

14 ^(^)^(Ю очевидно выражаетъ разность между суммою 
Функщй всЬхъ чиселъ производныхъ отъ чиселъ четнаго 
безъ суммы ФункцШ отъ всёхъ чиселъ производныхъ отъ 
чиселъ нечетнаго образовашя. 
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Если эти суммы обозначимъ чрезъХ (п) иК (я), то 

Для случая, когда <»;(п)=»л, /п = —~~ сумма вс*хъ чиселъ 
производныхъ отъ чиселъ четваго образован1я |^ (л) безъ 

|Ч (п) — суммы всЁхъ чиселъ, производныхъ отъ чиселъ не- 
четнаго образованхя, выражается Формулою 



*о гл о п +•■ 



Если въ Формул1& (а) положимъ ^и^Еуи, то 



и > 



1.2.3 



и Формула (а) принимаетъ видъ 



8 Ки)Е]/ч' 



4> «^ 



ибо 
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Полагая въ Формул* (IV) Р(^0=^м(^)^ ^^ должны принять 

Ь\и)=Еуи ; тогда найдемъ въ первой части разность между 
N^ {п) — числомъ чиеелъ, для которыхъ Х,(^)=1 и Л^1(л)— 
числомъ чиселъ, для которыхъ ^^1(^0= — !• 
Эта разность выражается Формулою 

^ \{и)=.N,{п)-N,{п) = §^ ?(«) V Т • 

Означимъ чрезъ п' число производное отъ числа п, состав- 
ленное по такому закону, что, если п ^ а о с . . , то 

^ 3 ^ 
п =а о с 

Въ отличхе отъ предыдущаго производнаго числа назовемъ 
его производнымъ по ц-йлому числу 3. 

Для такихъ производныхъ чиселъ мы найдемъ общШ 
законъ, вытекающШ изъ взаимнаго сопоставленхя Формулъ 
(1У) и (16). 

Полагая въ (IV) р{и)='к^{и)^{и']^ мы получимъ 



гд* 



8^ и^Ж^') = 8 ^(^)^(^У^т) 



/Г(гг)=|§ ^Ь. 



Вообще въ Формул-Ь 

1 . 1 

если дано ^(г/}, соотв-Ьтствующая Функц1Я Е[и) находится 
по уравнен1ю 

Д;г)=8 У Т[и) (т) 
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или 

1\п)^В{ Р{п)—Е{п—\)) (Р) 

гд* Р{\) =^Р [\) и дв* суммы V и д суть числовые инте- 
гралы, взятыя первый по делите лямъ ц-благо числа ;?, а 
второй по натуральнымъ числамъ отъ 1 до п. 

Если же изв'Ьстно Р{и), то Р{и) определяется прямо по Фор- 
мул* (р). 

Такъ напримФръ чтобы найти 



Л ^С^) 1-^ 



1 .2 
полагаемъ 

\{и)^Е{и), ф{и)=:Щ^, тогда 

Р{п) =Е\/п^ фг) с=?(;0 числовой Функщй, выражающей число 
чиселъ первыхъ съ ^ и меньшихъ п. 

Искомая сумма выразится по уравнешю 

Вс* эти тожества и разложен1я въ рядъ можно соответ- 
ственно вывести и для произведенШ. Мы оставляемъ пока 
этотъ вопросъ и въ следующей стать* перейдемъ къ даль- 
нейшему развит1Ю учен1я о числовыхъ производныхъ. 



УЧЕШЕ 



О 



чтшп пронзводьиъ. 



п 



Обобщенные числовые ряды. Числовыя производныя въ связи 
съ числовыми тожествами. Обращенге числовыхъ рядовъ. 



#«^«1^^Ч^Ч^Ч^к^Ч^^^^|^Ч^Ц^«^«^к,^^ 



и. е. ШУГАЁША. 



МОСКВА. 

Въ УЕКверсЕтетской типографш (Катковъ и К® ), 

■ «Стра«тн*нъ бульвар Ф. 

1872. 



Дозволено цензурой. Москва, 15 октября 1872 года. 
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V Щ)Х(с1^ = т (1) 

гд'Ь ^ и (2 дополнительные делители числа п, такъ что п = (2^. 

Разсматривад этотъ интегралъ, не трудно видеть, что въ 
н'Ёкоторнхъ случаяхъ можно по даннымъ функщямъ 'Э'(^) и 
^(п) определить функщю х(|г), приб-Ьгая только къ просто* 
му дМствш нахожденк числовыхъ производныхъ. 

Въ общемъ вщЬ это опред^леше оказывается возможннмъ 
для такихъ функцШ '&(п), которыя для вс']&хъ ц^лыхъ чиселъ 
удовлетворяютъ основному соотношенш 

Цп')Цп") = *(|г V') . (2) 

Д']^Ёствительно, тогда изъ уравнешя 



или 



получаемъ 

хС) =«(»)» [1^] •... (3) 

гд']^ I) есть знакъ операщи числовой производной. 

Къ чиату функщй, удовлетворяющихъ уравнешю (2), нуж- 
но отнести функщй 

*И =п^ Цп) = Х(п), Цп) = (^) . 

I 

Для этихъ функщй непосредственнымъ сл']&дств1емъ уравнешй 

■8 



ту^ 



Ф(^) - 



— 5 



будутъ по (3) уравнения 

Если п нечетное число, можно но уравневхю (1) опред^' 
лить у^п) для случаевъ 

Ь— 1 

л')(^)=(-1)2 

^(г) = (-1) 8 
ДМствительно, изъ уравненШ : 

Е (-1) -^хИ = •!(«) 

пм'Ёсиъ 

(-1)"^ 
Но такъ какъ 

-у-н— 2-=-2- (мод. 2) 

ТО предыдущее уравнеше приводить къ соотношенш 

п — 1 

откуда 
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Х(п) =(-1^1) 1^=(- 1)^1) [(-1)*^^ф(«)] 

(-1) "2"" 
Точно также И8ъ уравнетя 

1] (-1) ^ X («0= Ф (п) 
Еолучаемъ 

Ь1— 1 (^1^1 



Е,(->) ' ' 11^1 = +(») 



(-1) а 

откуда на основаши сравнешя 

8 "^ 8 ~ 8 
им^енъ 

и'-1 
8 



(мод. 2) 



(-1) 8 
п«-1 1Ь/'«л п'— 1 ♦»•— 1 



Ф(Л) 



■II II ■ 



X (»)=(-!) ' П(-1)^.=^(-1) ' 1)(-1) ® Ф (я) 

О 

Эти 11р1емы сохраняют! свое значеше для всякаго п въ 
тЬхъ случаяхъ, когда 

^{п)==1{п).п^,Цп)==[--\{п)п^ и т. д. 

и для нечетнаго числа п въ случай, если 
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Цп) - (-1) ^ Х(№>* (—1) ^ 
« т. д. 

§ 2. Этп обпця формулы могутъ послужить для р'Ьшеша 
н'Ькоторыхъ числовыхъ вопросовъ. 

Такъ, если мы означимъ чрезъ 9, {^) сумму степеней по- 
рядка 8 для вс^хъ чиселъ меньшихъ п и первыхъ съ п, то 
им^етъ м-Ьсто такая теорема Лхувилля*). 

1 

Прилагая формулу (3) къ этому выражешю, мы получаемъ 
с л-Ь дующую общую теорему 



?.(^) = п'2)(!^) ...(4) 



Полагая 5=1, будемъ им'Ьть 

.№-4-1 



или 



Ь(п) = пП 2 



2 ^,(п)=:пВ(1 *-п) 



следовательно 



2 9,(^) = ^ [?(^)-*-^(^)] 
Для вс']&хъ чиселъ большихъ единицы 

Для п=-а^Ъ^с^ 
2 9.(а«ЬРс^)=а'«-^ь2Р-»с^-1(а-1)(й-1)(с-1) 



* ТлоитШе ^ои^п. (1е8 Ма111. ригея е^ арр1. 1857 стр. 396. 

о* 



или 
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Такъ какъ 

то предыдущая теорема приметь видъ 

Полагая 5=2, получимъ 

<р,Н=«Ф 1.2 З.П» - 

1)(2«)=29(«) , 1)3=31г(»г) 
Если п=а%^с^, то ■ 

4=>-рЧ-(ЬО(г-)С--0 

=1(1_а)(1_Ь)(1_с) 

Если мы означимъ чрезъ ^ (^) число различиыхъ простыхъ 
чиселъ, входящихъ въ п и чрезъ ^^ (п) ихъ пр'оизведен1я въ 
первыхъ степеняхъ, такъ что 

I (а" Ъ^ с^ ) =3 , Е, (а^ Ь^ с^ )=аЬс, 
то 

и 9,(^г) сумма квадратовъ всЬхъ чиселъ меньшихъ п и пер- 
выхъ съ 71 выразится формулою 

6 <^,{п)=2<((п).п*-^'6п^т1{п)ч-(—1) 9(»). ^,(я) 
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Для п=6 

ср,{6)=1»-|-5«, 9(6)=2, 5(6)=2;$,(6)=6=2.3 
и 

6 (1-^5*)=2 . 2 . 6*-ь-2 . 6 . 

Такъ какъ 
п^с^(п)=^(п^)^ то нашу формулу можно написать въ вид-Ь 

Для п^! она принимаетъ видъ 

Подобнымъ образомъ мы могли бы опред'&лить формулы, 
выражающая о^{п)^ ср^п) и вообще <^>^(п). 

§ 3. Непосредственнымъ сл'Ьдствхемъ уравнен1я (1) являет- 
ся возможность разлагать функщи въ числовые ряды несколь- 
ко бол'Ёе сложной формы. 

Взявъ числовой интегралъ по натуральнымъ числамъ отъ 
уравнешя (1), будемъ им4ть числовой рядъ 



• • • • 



Е^ 



Въ разложеши (6) функщи Р (п) въ рядъ подобнаго вида 
коеффищентъ )^ {п) определяется изъ уравнешя 

,(,.)=а(.од(^С>7^^-'>) ...,7) 
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Будемъ называть это выражеше кесффицгентомъ разло' 

е1 

женгя фупкц1и Р{п) въ числовой рядъ по функщямъ М ^(ц)} 

иля ръ числовой рядъ по закону 'в* (и). 
Предшествуюпце ряды были разложен1ями по закону 1. 

§ 4. Приложимъ эти общ1я соображен1я ь^ н^котррымъ 
частнымъ случаямъ. 

Изъ уравнен1я 



им^^еыъ 






г Кп) = п\ (п) 



Взявъ числовой интегралъ по натуральнымъ числамъ, по- 
лучимъ числовой рядЪу представляюицй разложенхе 1 по за- 
кону и^ . 



Для [Л = 1 им']&емъ 

1 = п (п -^ 1) 
2~ 



-8^^-« ('-^-:) 



Разложенге фуикцги 6 (п)^ выражающей число простыхъ 
чгсселъ, не превосходящихъ п^ по закону и . 



Изъ уравнен1я 






находимъ 
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Свойства функцхи М (п)^ выражаются сл^дующинъ радокъ 
уравненШ 

ма)=о 

М (а) = -ц 

Ж (об) =-(1,4") 

М(а') = --1 

ЛГ(а*Ь*с) = — Л 

откуда для функщи /^(п) им^^емъ 

Х(1) = 

Х(«) = 1 

у,1^аЬ) ^ - {а^ -^Ъ^) 

7>') = - а»* 
Х(а'6) = а^ Ь^ 



19 

Одиимъ словомъ функщя у{п) =: О 6СЯК1Й раз^ когда въ 

образоваше числа п = а%^ с^ входить бол-Ье одного квад- 
рата пли одно изъ простыхъ чиселъ въ степени бол-Ье 2. 

Принимая это въ соображеше, мы им'бемъ сл-Ь дующее раз- 
ложеше фупкщи (д(п) по закону и^. 

(9') ( ^§(аЦ_^ь''-1-с'') 8 ^^г^^^ 8'*'*8^^'~' ^ 

гд'Ь первыя суммы распространяются на век простыа .числа, 
не обращая внимашя на ихъ перестановку, а вторыя между 
пределами суть числовые интегралы по натуральнымъ чп- 
|;ламъ. 

Для [Л = 1 им^&емъ 



ж! яД 



«'"=88."'' , -З*/' 



и 



«^ ^ С.Л С « ^, ' (9') 



-8(«-^^)8/^ -^8«ь8/"« 



^4 - - -Е 

аЪс 



8/7 г чО лбе О т. О О' ос I 

(а6 _^ ас н- Ьс)8 ^ ~ ^^«^^8. "У 



• • 



Для ^ = 10, им^емъ 



Е- 



СС" а 6.5 3.4 2.3 1.2 



12 1 '' 1 О 
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§(а.^5)§^«''« = 



"* 12 



^^. 



И 



§а§^ «• ** = 9, 



6 (10) = 25 — 12 — 9 = 4 



1?!^ 



§ 5. Разложенге фуикцги Е\ п по функцт 8^ ^ и ^= 

— ^^^5 — 5 — ^^ли по закону и. 

Для этого нужно положить ^ (п) = « и коеффицхентъ раз- 
ложеяк приметь вид^ ^ 



_^^ Е\^п—Е^п—^ 



Не трудно видеть, что 

^ЕХ/'пг—ЕУ'п—! 'к(п) 

гд* Х(7г) =^(^?V/?г — Е\п—\) , а Л^{п) есть наибольппй 
изъ квадратныхъ д-блителей ц^даго числа п^ такъ что, если 

п = а" Ъ^с^ 

е?,(^)=а Ъ с 
и коеффищентъ разложешя приметь видь 
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Фушсща г,{п) выражаетъ делителя п дополнитедьнаго нан- 
большему квадратному д'Ьлатедо с[»{п). 

« й т 0-2^1 р-21;| Т-2Я| 

Формула разложешя Е^п приметь сл^дуюоцй видь 



9Е V п=Х(1)^;^(1^Е0-ьХ(2)г,(2)^^(1-|-^)-н.. 
-^Цк)г,{к)Е^(1ч-1^^^ 



(10) 



ИЛИ 






8(-1)°*'Л"-'"'^ГЧ^'^^ >(10') 






Примгьръ. Для 9г=10 



8аЕЦ1^Е^\=Ш. 
а\ а/ 



8аЪЕ ^^(1ч-Е^^Л= 2.3.1.2н-2,5.^.2 = 32 
и 2Е^10=:\0 11 — 140-^-8— 4-1-32=6. 
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8- -« 



§ 6. ^Вг случат^ разложетя Е у п по функцгямъ 8^ ^ и 

или по законуг и* нужно положить въ уравнен1и (6) 

« 

тогда коеффищентъ разложенк приметь видъ 



3— „8 



Изъ очень простыхъ соображешй ввдно^ что 

^ Е^п — Е^п — 1 _ \(п) 

гд-Ь для п = а%^с^*) 

\(п) = В {Е\/п — Еу/п — 1) 

Зх?5" З^Сг^ Зх^л- 

сл'Ьдовательно коеффицхентъ разложен1я приметь видъ 



1г* 



ХИ = щ^ 5^* (^) = ^1 (^) (^ Н) *• 



Фупкщя 



« й ^ п а^ЪЕ^ Р-зл;^ т~з^;1 

означаетъ частное отъ д^ленха п на своего д'Ёлителя, выра- 
жающаго наибольшхй кубъ. 



*) Сы. мою статью Учсн1е о числ. производныхъ. Мат. Сб. томъ У» 
стр. 22. 
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Формула разложеп1а прининаетъ сл^дуюпцй видъ - 



Е^ 



Е\/п^^\{и){гМУ^, "«* 



ИДИ 



Е^ 



Еу/п =\(1)(г,(1))'§"«» -ь\(2)(г.(2))«§' ^|**н--- 

■ (И) 



Е% 



ЛЩ{и{1с)У^^ *«« 



ИЛИ 



^т ^ ^я- е\ 



еГп^^^ ^«-8.^8 %«^88^ «V-...- 

■ (11') 



еГ1 _. _еЛ. 



8 «'^' 8. "^*- 8^*8."^*- 



/ 

«— 1 



§ 7. Разложенге функцги 0(«) »о закону ( — 1) * . 
Изъ уравнен1я 

6—1 
Х (- 1) ^ 7»=0(«) - ©С»*-!) • • • • (12) 

ДЛЯ нечетнаго числа п будемъ имЬтб на оспованш соотно- 
шен1я (3) 



(-1) 

^ — 1 м — 1 



м — 1 
2 



= (— 1) 2 1>(— 1) ^ (И(гО-Н(^^— 1)). 
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Положивъ 


п—^ 




В(- 


-1) 2 (0(п) — 0(п — 1) = 


= ДГ,(п) 


не трудно видЬть, что 






М,(1)-0 






аг-1 






Д(а)-(-1) 2 






а— 1 






Д(«')--(-1) ^ 






Ж;(а')— 





/ а — 1 Ь~1 V 



о— I Ь— 1 

а— 1 & — 1 с— 1 

Ж.(а&с) = (-1) 2 ^_(_1) 2 _^(_1)^- 

0-1 
Ж;(а'Ь) = (— 1) 2 

а-1 
Ж;(о«Ьс) = -(— 1) 2 



Ж, (а^Ь'с) = О 
М^ {а*Ь*сЧ) = О 

Ж;(а»6) = 0. 

Функщя Ж( (п) <= О, если въ разложевги числа м ва пер* 
воначальные производители входятъ два или бол^е квадра- 
товъ, а также какое нибудь простое число въ степени бо- 
л-Ье двухъ. 
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Зная видь функщн М,{п), мы можемъ внразять свойства 
функцш хИ следующими уравнешями: 

Х(1) = О 

а — 1 а — 1 

Х(а) = (-1)"2"'^"2"=.1. 

а — 1 а' — 1 о — 1 

ХЮ = (- 1)~^{-1) ^ (-1)"^ 

Х(а») = О 



[ а—1 Ь-П од— 1 

(-1) 2 -н(-1) 2 ](-1> 2 *= 

аЪе — 1Г а — 1 Ь — 1 с — 11 

Х(«Ьс) = (- 1)~2~ [(_1)~2-^,_1)-1-^(_1)-2- ] 



а — 1 а^Ь — 1 а — 1 Ъ — 1 

Х(а'Ъ'с) = О 

й т. д. 

Зам-Ьтимь, что зд4сь всЬ первыя числа а, Ь, с,... нечет- 
ный числа. 

Взявъ числовой интегралъ по нечетпымъ числамъ отъ урав- 
нен1я (12), получимъ 

Щп)-1^УХ1)г:, \^1) ^ -^уХЗ^ ^(-^1) ^ и-.... (13) 

гд4 внакъ суммы ^^ *(—1) 2 распространяется только на 

одни нечетныя числа, содержапцяся между пред-блами 1 и Е-т . 

л* 
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^■^ 1;* 



^»=7''(1)^^ *Д(«)-н^'(2)§^ Ч,)н-- 



Е^ _ ^е1 



п'ь которнхъ Р(п) и ф(п) коеффищентн ра8ложсн1а фувкщй 



Е*^ 



Р(п) и ф(п) по функщямъ Ч! ^Ци) или по закону Ци), 

ыы П0М0Щ1Ю сообра&^етй, подобныхъ предшествующиыъ по- 
лучаенъ законъ взаимныхъ разложешй 

= Ж1) ф (е^^ч-У(2) ф (е^^-*--- 

ИЛИ 

Будемъ такой законов взаимныхъ разложешй называть за* 
кономъ разложенк по функщи 5(г«). 

Предшествуюшдй законъ взаимныхъ разложенхй соотв-Ьт- 
ствовалъ тому случаю, когда т)(г/) = 1* 

ПростМшШ случай будетъ тотъ, когда 

у) (и) = щ ф{и) ^= 1, ф{г() = п^{п) 
тогда этотъ законъ для функщи и будетъ имЬть видъ 

Полагая Е{п)=^Е^п, имФемь !?Хте) = Х(п) »•„(«), откуда 
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Е- Е- ^ 

Е- 

••-+- фл 5, *5:^0(<1)ч--= 

Е^ Е% 



л • 



р>^ ^^ ^^ , , т^П 



.... -+- Е I 2^к05 • фе^н — 

Положивъ въ формулахъ (Ш) 

0(п) =: Х(п), ф(п) = 2(п) 

I 

будекъ вогЬть 

1?- Е- Е- 

'^'^8, ^ \2{с[) Ч-А2 8, '^:^:^^^<^)^.-= 8, *Х(«)- 

Е- Е- 

= ^1 5?, %Цс1) ч- ^{2) 8, 2 2^Х((г) н-.... 

- ^-^-^(к) 8, * 2^Хо[ +- •••• п 
Е- Е- Е- 

= Е^ 2,х5 .^с^-^-Е^ 2,хг . 2<г ч--^Е | Х^Х^ . й-б?-*™.. 

Зам'Ьтииъ при этомъ, что 

V ^^$) . Х(й) - Цп) . 2^(") (15) 

гд4 \{п) показываетъ число различныхъ простыхъ чиседъ, 
яеобходимыхъ для образован1а п^ такъ что 
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Ии'ба въ виду, что 

У Хг Ла! = Цп) р(п) 

гд* р(|г) выражаетъ число дЬлителей ц']&лаго числа п, по- 
лучимъ 

Положивъ ф («) = 3 («), будемъ им'Ьть 

Т(,п) - 0(1) -н 0(2) -ь . . . -н 0(и) = 



Е'\\ (1^ .()11 ^ Щ^л^. л 



Е^ Е^ 



')(?-!-.=: 



^^\8, ^1:^е€1^д{2)8, 2 5:,в(й) 



~ 2, 0сг . 5, 1 5?(^) -»- 2, 0(й) . 5, 2 ?(^) -«- 

откуда заключаемъ, что 

Пв{п) = \д8. в{с[) - В[Г{п) —р{п—1у\.... (19). 

§ 10. Пользуясь формулами (П), мы можемъ р-Ьшить не- 
сколько общихъ вопросовъ въ теорш числовыхъ интеграловъ 
по д^лителямъ. 

Такъ 

А) Зная числовой интегралъ по д-блителямь ф(^), внража- 
юпцй сумму 

Уш- Цп) (20) 

легко определить сумму Р{п) 
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У 10)(д(1 = Р{п) (21) 

ХОТЯ бы и не знали вида функщи 0(п). 

Взявъ числовой интегралъ отъ об4ихъ частей посл-Ьдняго 
уравнен1Я5 получимъ 

у у Х{8) . еа' = У цо) 

На основанхи уравнешй (П) будемъ им4ть 

у ^^-((0 = у п . у 0й' = у 0(г).у хй' 

откуда 

и 

Р(п) ^ ВУ Хо.г^а (22) 

Примгьръ, Зная 

найти 

у хг . 'Л 



п 



По формул* (22) 



У а5 . (« - 2) У >^^ • Г(^) 



Свойство, выражаемое уравненхемъ (22), удобно въ томъ 
случае, когда мы вовсе не знаемъ вида функщи 0(й). 

Такъ, наприм^ръ, зная 



У &с1 = п^ 
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гд4 



ф)= ^" р(и) = ^^н- ^-4- 



•^2' 



или что тоже по законамъ р(«) Д(м) ,1^(и) ,(^и , . . . гд'Ь $,(»») 
ввражаетъ сумму «вадратовъ делителей ц'Ьлаго числа п. 

Чтобы найти разложеше Р(п) по функщимъ а^ (п), опре- 
д'Ьляемъ 

ф(м) = Щп) — Щп — 1) 
зат4мъ изъ уравнетя 

откуда 

Для опред'Ьлешя разложее1я Р(п) по Ч|1 ср(^) находимъ 
изъ уравнев1Я 



находимъ 



и 



^<^§Л{а) = Цп) 



уравнете 
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Изъ ряда (31) непосредственно вытекаетъ соо'тношеше 



ф{е1)1п,^4 



ОпредЬливъ ф(|г) подъ условаемъ 



УхЦа = п(п)==Е^ (32) 



"ЧЦ 



мы^получимъ рядъ 



ф{пу= Ц1) Р(п) -- т р(е^)-^ Ф(з)^ (^5:|^ -»-••• (33) 

Зд4сь интересно то обстоятельство, что функщя 5(л) 
удовлетворяющая уравнешю. 

У Ж Ш = ф{п) 
И функц1я ф(м), удовлетворяющая двумъ условхямъ 

тожественно равны. 
Вообще, если существуеть рядъ вида 
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(34) 



щ)ф(е1^ 



I 

у 



то, опред'ЬливъФункцш'$(^) ил1^^^{п), удовлетворяюпця уело- 

В1ЯМЪ 



^ ( (35) 



мы будемъ яжктъ разложешя 



или 



Р{п) = ф(п)^^Щ^с1 -4- Ф{е^)]^Ы-Х<^ -^ •••• (36) 

ф{п) =Р{п)^1,ш -4- Р (р^^^уща)^ .... (37) 

§ 12. Приложимъ эти общ1я формулы къ н']^которымъ ча- 
стнымъ случаямъ. 

Производя обращеше ряда 



•••• 



X А о 



хы получимъ 



» = 5(1)в\/ » -н тЕ^1 ■+- 5(3)^1 -^ •••• " ■ 
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■ (39) 



^.<»)=8^>^н-8^»^^*8^*/ 



П 



аЪсЛе 



§ 13. Формула (38) можетъ быть легко выведена изъ дру- 
гихъ соображешй. 

Бглядываясь въ рядъ 



мы зам'бчаемъ, что для всякаго числа п въ ряд-Ё чиселъ 



п 
аЪс 



п п п 



а ' аЪ' аЪс '' * 

есть только одйо число; равное полному квадрату. 
Поэтому 

Пп) - Я^ - 1) = 1. 

Откуда вытекаетъ само собою, что 

/(п) = п. 

На основан1и подобныхъже соображешй легко доказать, 
что въ ряд-Ь 



Р(п) =-е5^^^8-БУ^^-^^еу^ 



п 
аЪс 



8^:--8^»^-8^^Г 



Ъс ) (40 



ВЪ которомъ знаменателями «у различныхъ членовъ могутъ 
быть всЬ числа, содержащхя въ своихъ разложешяхъ только 

4 
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квадраты и первыя степени, случится подъ корнемъ только 
одно число, равное кубу, и следовательно 

Р(п) —Р{п — 1) = 1, 

Откуда 

Р(п) = п. 

Можно такимъ образомъ выводить и друг1Я бол^е общ1я 
заключешя. Впосл']^дств1и мы воспользуемся ими для даль- 
нМшаго развит1я теорш числовыхъ рядовъ. 

§ 14. Прилагая формулу (36) къ закону взаимныхъ раз- 
ложен1й въ вид^ 

8>,^у/|=8>,^(Е-:) 

МЫ послЬ сравяешя этого уравнешя съ уравнешемъ (34) 
должны положить 

в(п) =:Т(^), х(^) = Ч^)^ -Р(^) = Е\/^1 Ф(^) = -Р(^)- 

Сд-Ьлавъ это, мы можемъ получить разложеще всякой функ- 

щи Р(п) по Е^щ какъ результатъ задачи обращешя чи- 
словыхъ функщй. 

Для этого иаходимъ фуикцш ^.^(п), удовлетворяющую ура- 
внетю 

На основаши § 12 

$,(«) = (ф))' 
и ра8ложен1е наше приметь видъ 

-*- Е\/ ^^ {^^УШ -^. .... (IV) 
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Прилагая это къ различнымъ частнымъ случаямъ, подучихъ 



Е 



^11^{фу^. 



'•••• 



тф \{п) означаетъ число раашчныхъ простыхъ чиселъ, нуж- 
йыхъ для образовашя п 

5(«йРс^) = Зи т. д. 

§ 15. Чтобы на основаши ряда (В4) найти величину вы- 
ражешя 

нужно предварительно найти функцш 1^(п) удовлетворяющую 
уравнешю 

У ^,(г)0((г) = а(п) 

4* 
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тогда 



-*- ф(Е1^^Шх{а) чг ...■ (41) 



Такъ наприм^ръ зная, что 



Б^ -н г| ч- .... =§"?(«) = Ч^Нп) -н ^(2)«(|) 



иайт0 



урП трП „п -,п 
1 2 3 4 



Для этого опред'Ьлимъ 5,(и) изъ уравнения 

И 

Е'^-Е^^Е^-^ ■■■■ = <т(п)2]^1:^?,(<^) 



Ч- 



(|)2."М.(«) 



ИЛИ 



Е^^Щ-^Е^-Е^-^ .••• = ?,(1).(^) -^ Н,(2) (I) 



Чтобы найти выражеше 






опред^лимъ функщю 1.^(^) изъ уравнен1Я 
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тогда 

^,(п) = Х(«) 

И 

Я^н- В^, -.-Я^-н..=Х(1)™-нХ2»(|)н-ЧЗ)о(|)* •■= 

пбо 



Точно также им'Ьемъ 



Подобными же образомъ им^емъ для опредълешя суммы 
уравнеше 

откуда 

и сл^^довательно 

,,(»)=8"/м=8>'"К), 
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Такъ какъ 



(п) = и р(г»), гд^ р(ш) выражаетъ число делителей, то 



Ет ^Еи 



§"|(м)=ср18^ ЧИ-ь?2§^ 2?(«) 



Е^ 



?(3)^^ ^(«) 



Точно также для опредЪлета сунмы 



им'Ёемъ изъ уравнен1а 



Уш = ^ 



5,(„) = в1 = «Е,(„)(-1) 



ДО формул* (5) 
€д4довательЕО 

Изъ формулы (42) мы можевгь получить выражеше (у(п) по 
функщи 

г,{п) = 1^,^Е1,^Е1,-^-- 
Д-Ьйствительно, опред'Ьливъ ^^{п) изъ уравнен1я 



^и^\й = 1г(«) 
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находимъ по § 12 



и сл'Ёдовательно 



?.(») = (ам)' 

:(«)=^"(д(»))Ч(^) 



или ' 



'<'')=^-(«)-8^-(^)*8^-(^б) 



Для м = 6 



»(6) = 14 ; 2,(6) = ^!р-|- я|, = 7 



8-.Ы = 



1 



и 

14 = 7 -н 6 + 1 . 
Ии^а тождество 

МОЖНО найти выражеше суммь! 
Для этого изъ уравнешя 



У и^ =Е\^п^ Е\/п—1 
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находиыъ 

;,(»)= Х(м) 
• следовательно 



8Ч:--)=Чг-)-Ч1--)-=^'(^5:-^-) 

Зд']&съ 0д I в| , . . . представляютъ вс^^ возмояшыя дростыя 
числа 

Посл'Ьднее уравнеше можно представить въ вид^ 



гд* 



♦»и = 2]^>^(^^) 



Въ этомъ уравнен1и знакъ суммы У распространяется на 

всЬ Еорни, удовлетворяющ1е уравнешю 

п = 8& 
гдЬ есть абсолютно простое число. 

Не трудно видЬть, что сумма /, будетъ содержать столь- 

ко членовъ^ сколько различныхь простыхъ чиселъ нужно для 
образовашя п. 

Если число п == а^ЬРст, то въ сумм-Ь / будетъ три та- 
кихъ чле^а и 
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Такъ какъ 



то вообще 



I 



Принимая это въ соображеше, шс^^емь 



Чг.)-Чт.)-ЧгО-- 

= - [е(1)Х(1)Я?ч- Е(2)Х(2)Е|-к...] = - §"х«$(а)Е2 
Для 1г=7 

или 

0(7) -ь0 1=4. 

Такихъ соотношешй можно вывести безчисленное множе- 
ство. 

§ 16. Мнопя изъ формулъ раяложен1Я, выведенныхъ нами 
въ первой стать-Ь, являются простымъ слЬдствхемъ теорхи об- 
ращешя числовыхъ рядовъ. 

Такъ въ общемъ вид* пепосредственнымъ слЬдствхемъ чис- 
ловаго тожества (*) 






I • 



*) См. мою статью: Чнсловин множества, наход. въ связи, съсвойствами сим- 
вола Е Мат. Сб. томъ 1'стр. 21. 
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ведете двухъ чиселъ, изъ которыхъ одно вида 1,а,аЬ,аЬс,... 
а другое полный квадратъ. 

Притомъ, если число к-=а^Ъ^ с^ четнаго образовашя, про- 
изводитель 5 будетъ состоять изъ четнаго числа множителей; 
если же к нечетнаго образовашя, производитель 8 будетъ 
состоять изъ нечетнаго числа множителей, то-есть 



смотря потому будетъ ли к четнаго или нечетнаго образовашя. 
Это свойство выражается уравнешетъ 

Х(а«ЬРс^)=(-1) «^Р^^ 
Уравнеше 

У 2(5) = Цп) (45) 

гд-Ь сумма распространяется на всЪ корни уравненхя 

представляетъ сама по себ-Ь интересное соотношеше въ об- 
ласти числовыхъ интеграловъ вида, отличнаго отъ прежняго. 

Полагая въ уравнеши (43) ф(^)=7г', будемъ им4ть рядъ 
Е\^п=а\ [е р-н е},^ ....] -.-2(2) [^ ^,н- Е^,^ ....] 



2(3) 



З.!'' 3.2' ] 



откуда аолаган 



Е\/п^\{1)е1-*-\ (2) ^Е:| -ь X, {2)Щ 
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мы опред^ишемъ Х^ (п) изъ уравнен1я 

Мп) = У 2(5) (46) 

гд-Ь сумма расоространяется на вс']^ корни уравнешя 

По свойству функцш ^(8) им'Ьютъ мЬсто только тЬ члены 
суммы, въ которыхъ ^ будетъ вида 1, а, аЪ, аЬс^ ... 

На значеше суммы будетъ им']&ть влхяше въ отд'Ьльности 
каждое простое число. 

Если въ разложеши числа п^=^а%^<? входитъ хотя бы 
одно какое нибудь просто число а въ степени 

а = 2 (мод. 3) 

число п не можетъ быть представлено формою Ы^^ для слу- 
чяя когда 

а = (мод. 3) 

въ выраженш числа п формою М^ множителю ^ будетъ со- 
отв1>тствовать единица и когда 

а^ 1 (мод. 3) 
множителю ^ будетъ соответствовать простое число а. 

Откуда заключаемъ, что множитель сг^ не будетъ им^ть ни- 
какого вл1ятя на знакъ д(5), и множитель а^^"*"* будетъ 
им'Ёть вл1ян1е въ томъ смысл'Ь, что знакъ соотвЪтствующаго 
количества с[(^) будетъ изм'Ёняться. Отсюда выводимъ такое 

заключеше, что для п^а% с"^ 

гд'Ь 

а = € (мод. 3) 

Х,(л)=(-_)^.0^,.0^„ 
(-\ = 1, в, = — 1, 0, = 0. 



УЧЕШЕ 



О 



ЧИШВШЪ ПРОНЗВОЩИ. 



1П 



Лналитическгя и числовыя приложенгя учеигя о числовыхъ 
производныхъ. Задача д первыхъ чисмша. 



. В. БУГАЕВА. 



МОСКВА. 

Въ Университетской типографш (Катковъ и К<>), 

■а Стравпогь бульваре. 

1873. 



Дозволено цензурой. Москва 10 января 1873 г. 
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»К1) • ^ -^ 'КЗ) г* -ь ф(3) г* -4- •••• -н ф(») ^^ 



' -^ -г) т 1^-*-"= •Н?1]1^^-^ф[?2]^ 



г" 



•К?^] -^—п 



гд4 вообще 



1)ф(к)= 1^—^В^{п) 



г 



п 



При разложети всякой функщи- Рг по функщямъ ^^„=^ ^р я 

нужно функщи ф(1) , ^{;(2) .... зам-Ьнить соотв-Ьтствующими ко- 
еффшцентами разложешя ^Р^ по возрастающимъ степенямъ 
2 изъ ряда 

2^^ = 2^0 -^ У'(о) . ^ -*- ^^^* -н .... ч. ^2^:^ ;.'* -ь .... 

Рядъ (I) им-Ьеть м4сто для всёхъ величинъ г, модуль кото- 
рыхъ мен'1е единицы. 

Бъ частныхъ случаяхъ рядъ (I) принимаетъ видь 



гдЬ знакъ /8 распространяется на вс4 абсолютно простыя чис- 
ла, а функщя д(^) =^ I) '^{п) •= Т) Е- 

Точно также , 
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^ ^* ^' ^* ^' ^' 



1_^ 1_^« 1—^3 1_^4 ^_^5 4_^в 
ибо 



(2) 



>.(и) = 2) (^ у^« — -Е? \/п—1) 

гд* 

X, (%) = В (1^^ п — еУп-^1) 
Для рада 



г* -*- г* -^ г* -*- г"* -*- г*^ -* — 



=8^" 



гд* знакъ суммы распространяется на всЬ абсолютно про- 
стыя числа, им^емъ 

гд* 

(X (п) = 2) (0 (и) — 0(«— 1)) 

РаздЬливъ уравнеше (I) на ^г? и взявъ интегралъ отъ об^ихъ 
частей между пределами о и ^е?, будемъ им-бть 

- [ф[»1] М1 -") ■*■ \ МяЦ г.9(1-.г')-<- ■ ■ •] 
откуда 
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*(1) е + ^Ц2) «» ц-д- ф(3) е* н- . .-«--+(♦») «г» 



(1— гг) (1— гг*)* (1 — гг»)3 



*[ч>8] 



или 



е 2 



... .1 

Въ частныхъ случаяхъ формулы (1), (2), (3) и (4) даютъ 
безконечння произведешя. 

1 1 

^^^ == ^ ^ _, ^_^^ 1_^ ^5) 

(1— ;зг*)* (1—^8?')' - П \;\—г''У' П (1— ^^«*^)«К... 
гд-Ь 

П (!—;?«*)«* 

представляетъ произведете множителей даннаго вида для 
всЬхъ простыхъ чиселъ а и Ь и т. д. 

Подобнымъ же образомъ им^емъ уравнеБоя 

е \ ^ ^ >'=П (1— Л"* • • • (6) 



О? 1 



- -8'-, - х,(«) 
е » =П(1 — г")" (7) 

—6^ - К«) 
е « = П(1— О"' (8) 
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!»<!? и у<1 
буденъ вм^ть для величинъ г<^1 



^-ет=гЬ=8о>*^^^)^-(^)«- С-) 



г 
и такъ Еакъ 

Р*(1) ^ 1 

ТО 



^-^ет-йо"*^" *!>«•(?) 



откуда 



=1).К1)8;(2п-Ы)в.(^)ч-1)ф(2)§;(2пч-1)(г.(1^- 



ИЛИ 



На основан1и этихъ уравнешй им']^емъ 
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§ 3. Изъ общихъ форхулъ, внражающихъ соотношеше мег- 
ду произведен1ями трехъ безконечннхь числовыхъ рядовъ 






МОЖНО опред'Ёлить еумму мнотихъ числовнхъ рядовъ, въ раз- 
ложеше которБгхъ входятъ различныя числовыя функщи. 

Такъ, на основанш соотношешя 

8:^=8Г^-8Г;? <"> 

будемъ им^ть, полагая 

ф(и) = т:{и) 



или 



1 _ С1^гС^) С1~± 
Ю1 ..Р ' Ю1 ,/Р 



и"^ гч^ж и^ 



откуда 



8Г$'=-8Г;7 "" 



Для р=:2, 4, б 




ви^еиъ 






к31 и* ~'к* 




^^>9^^и) 90 




С1 ~3(**) 945 
&1 и* " Т1* 
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Вообще для р= 2{А вм^енъ 



8ф) _ о<_1_ _ 2.1.2.3. 



\^(у)_^ 0^1 2.1.2.З.... 2{А 



гдф ^зц-! ^^'"^^ Бернулл1вво число 

Полагая ^(и) = ^Е7V/^ — Е\/и — 1, будемъ им^ть 






откуда 



откуда для р = 2, 4, 6.... рш-Ьемь 



8<» ^{и) тс* -те* тг* 
1 "^"ЭО ' "б~Т5 

Й^Хи 7г* 7г* тс* 
1 г^~9450 ' 90~Ш 



(12) 



105 
Вообще для р = 2(/. им'Ьемъ 

Ю«2ц ^^1 ^4ц • {Э«2ц 2.1.2.3 ....4{А ' 2.1.2.3 ....2(л 
или 

^< ^^^^ (2Н1Н-1) .... 4(1 ■ Л2^_1 ■ 
Для ^(г*) = ^б?у^— ^у'^* — 1 им'Ьемъ 



ее 1 ^ «»Х^ (и) ^ ^ 1 
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Для р=«2 нн^енъ 



1 «* ""945 • 6 "~315 ^ ^ 



Вообще 

Не трудно видеть, что сходимость радовъ 

8<»ди ^~Хг* ^~ Х,(ц) 0~\„(«) 

тгкеть м^сто при тЬхъ ясе услов!яхъ, при которнхъ пжк- 

етъ м§сто сходимость ряда М — . 

^1 и 

Полагая въ уравнеши (10) 

ф(г*) == 0(м) — ©(« — 1) 
будемъ им^ть 

оР к31 адР • О^Р 

гд% первая сумма распространяется на вс1> абсолютно про- 
стня числа 
Для р = 2, 4, 6 им^емъ 

1 1 1_^1 . _1^*С1~[*« ,,.» 

2"* 3» 5» 7* ■■ ~ 6 ^1 м* ' ' ■ ' К^V 

1111 г*г^<<»|л(г<) 

2* 3« б* 7* 9 101 и* 
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получвмъ 



8 -ад С1«» (ф))' _ а^' Д^Хг. (^((0)* 



На основаши уравнета 



V Ц8) (д(а)У == ф) 



ин^еиъ 






откуда 



1 1»Р '^^х 



М. . . . (16) 



Для р = 2, 4, 6.... им^еыъ на основаши уравиевхй (12) 

1 V* "^^"*"2* 3* 5* 6* " 105 ~ тг* 

Пользуясь 9ТИМИ выводами, можно найтй Ёеличину многихъ 
безконечныхъ рядовъ, зависящихъ отъ первыхъ чиселъ. Ш- 
которые изъ этихъ рядовъ для елучаевъ, заниеящвхъ отъ про- 
ст'Ёйшихъ числовыхъ функщй, были определяемы еще прежде. 
Мы зд'1сь предлагаемъ р'&шете аадачь подобнаго рода въ 
самомъ общемъ вид^ и найдемъ величину многихъ новыхъ ря- 
довъ. 

Положимъ для краткости 
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81 .>~ ^м ~ 



«ц 



о. 1 _ ^ _(2тгГБ2ц_, 



1 и'»* " 2.1.2. 3....2(А 

^у о; = и, 



^^^м^% 



гд§ величины ««, , м, , .... м зависать отъ Бернуллевнхь чи- 
селъ. 

Означивъ чрезъ 0^ , 0, , ©з ... рядъ простыхъ чиселъ, рас- 
положенный въ табличномъ порядк-Ь, такъ что 0|=2, 02=3, 
0,= 5 ... будемъ имФть сл'Ьдуюпцй рядъ уравненШ 

111 01'>'1 



1_1. ,^^^ 1_А 

0,« 0,^ 0,« 



=8.1-.=^^. 



~1 



• • ф«*аак 



А-1-. .-' 



=8:^=^. 



«и 0,* (А) 



111 г><« 

■ • ' ' . ■ •••• ■ ■ ' ^^ 

1,1,1 Ю1 



^ 0,^»* ^ е.*»* ^ 0.2»* 






или 



а* 



п 
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1 



1-Т« 



г = 17. 



°Г-ПГ=17, 



а2д 

Бъ воторнхъ произведем П распространяются пш в&к абсо- 
лютно простня числа. 

Бзявъ яогариемы обФихъ частей уравненШ (А), полутагь 



или 



-8Ч'-Ь)=«. 
-8'0-?)=«- 



• • • 

1 1 
0,»"*"2 


1 1 1 
0, ♦ 3 0, • 


1 1 
0, ' "*" 2 


1 

4 1 4 
0,« 3 0,* 


4 1 
0, » "*" 2 


4 1 1 


1 1 

ч* * 

0,* 2 


111 
0/ ' 3 0,'*"^ 



= «, (В) 



11 11 > =«*, 



Г-).* 2 0,« 3 0," 
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Вообще 

о2>* 2. >Э а*ц 3 О а« 



абц -»-••• =«»' 



Помноживъ эти уравнетя на фупкц1и ^(1), ^(2)^ ^(3)... и 
опред'1ливъ ^ (п) подъ услов1емъ 

?(п)=11)И(«)) 
/в» 

мы, по слоавеши этихъ уравнетй, получииъ рядъ 



(О) 



1>(т ^.Цтщ^.^^тщ^. 



^и 






= В(1*1) - », -н ^ в (42) «.-►-;» СФ') «. 



4 01^} 

{) Въ случа*, когда фИ = «(я) = -Е- Д(«) = ^ рядь 
(^) приметь видъ 
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2) Для ф(п) =!,$(«)= 2^> и 

1 1 1 _С1 1 

2'_1"^3*— 1 5*— 1~^" "~^а*— 1 



1 ,.. 1 

3 



= ?(1) «, н- о ?(2) », -*- а ?(3) «, •• • 



3) Для ф(«) = ^Уп — Е\п—-1 



рядъ (^?) приметь видь: 



а' ^а*-^ ^За»'» г.(1) • г,(2: 



г«. 



г,(1) Г, (2) * 



Подобнымъ образоиъ полагая 



8~Х(«)_ тг 
1 г*» ~ '^' 



1 »^^^ М 



8Г 


Ци) 
и* 


-П 


8Г 


Ми) 
и* 


-Г, 

. . • . а 


{2%У^ 



А(г*) _^ (2в)'^' Д4Ц-1 

(2(л-|-1)(2[л-н2)...4р * Б2Ц-1 
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— 1д7^=: г?, 
^ 1дГ, = «, 

— 1д V^,==V^, 



ии^енъ 



1 1 1 С1~>><«) _ V 

ГГ Г- — Г- — Г"=&. 1^-^' 

1 -+- 1 -ч 1 -4- ^— 



1 1 1 г;1~Х(г*) 

1_»_-1 1-н-Ь 1-1--1 "^^ "* 



Г, 



1 С1~Л(м) _ ^ 

— — • ■ • • • • гиг.^^ ■ ^ ' — г I 

1,1 О, ^«»' 



г*»* '*"з*'* ' 5»>* 



Взавъ логариемн об^ихъ частей, будемъ им4ть уравнен1я 

1 11 11 



е,* 2 0,» 3 0/ 



11111 



(-),* 2 0,* 3 0,* 

^ 1._1_ 1 _1_ 

0,* 2 ' 0,*"*'3 ' 0,* 



^1 



Р) 



1 1 1 



0ц* 2 0ц* 3 0ц« 



2* 
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V. 



V, 



!^а»и г^а*»* *'з!^а** *'' 



Определяя сунну 



^{\)V, ■+- 5(2)1;, -4- $(ЗК 



5(|*к 



. (а) 



гд'Ь фушсщя ^(п) удовдетворяетъ уравнешю 



2](-1)'-*$(сО = ф(п) 



(Ь) 



ны получимъ сумму различныхъ безкенечныхъ рядовъ, вави- 
сящихъ отъ первыхъ чиселъ. 

Во изб']Ьжан1е датруднен1йу которыя могутъ встретиться при 
опред^леши Н(п) по ^{п)у можно изъ сочетан1я рядовъ (Б) 
и (2>) получить новый рядъ, въ которомъ подобнаго затру- 
днен1я не встр'Ьчается. 

ДМствительно, изъ уравнешй {В) и (I)) вытекають урав- 
нетя 



1 



1 1 



(г),» 3' е,* 5" 


(-), '• 


1 11 1 


1 


1111 


1 



<^,» 3* <:)/ 5 в. 



10 



/ = 



• («I 



«'.) 



1 



Н^' 3-(")/ 5 -в/' 



•••• 



-к- ..III' 
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§ 4. Такъ какъ формулы (I) сохраншотъ сашхй общШ 
рактеръ и зависятъ только отъ общихъ свойствъ чжеелъ^ 
можно ими пользоваться и въ тЬхь случаяхъ, когда вх^ 
количества х стоить т:{и) символъ какой-нибудь оперш 
дроизведенной надъ выражетемъ и. 

Бъ этомъ случае подъ внражешемъ 'п^(и) нуашо поних 
эту операщю, повторенную п разъ надъ какою-нибудь функц 

и^ а подъ символическимъ выражешемъ — щ — и сокращ 

тс 

ное выражеше безконечнаго ряда дМствШ 

При этихъ допущевзяхъ не трудно видеть, что символ!] 
должентэ удовлетворять закону повторительному, то есть д 
жно им'Ьть м']^сто уравнеше 

Формула (I) въ этомъ случа'Б приметь видь 

ф(1) . и -н ф(2) . 7г« -*- ф(3) . и» ч- .... 

. - м Теорема (Ш) д'&лается источникомь очень многихъ а 

<^!||;! литическихъ и числовыхъ посл^дств1й. Она впрочемъ сод< 

жится въ другомъ общемъ законе, который мы выводе 
ниже. 
Полагая въ формул'6 (Ш) 

и = — , 1^ = ж", ф(^) = Е\/п—^Е^п — 1 

(НОС' 

буденъ ии^ть соотношев1е 

»а;*-*-1-»г(и— 1)(»— 2)(»— 8)а?*-*-*-«(п— 1)....(п— 8)а?*-»н 

—Ц\)[пх*- ♦-•-«(»»— 1) а;*-*н-"..] 

-^■Х(2) [й(*1— 1)а;"-»-1-га(п—1)(»— 2)(л— 3)ж*- ♦-+—•] 

-♦->(3)[»(ж— 1)(л— 2)ж''-»-ь-.] -4- •- 
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Искомое разложеше приметь видь 



••п 



....н-^'м2]^5.(^)х(<г)-^- 

Если мы хотимъ прямо найти выражеше Цх) по 1'(х)^ 
нужно ^^{п) определить изъ уравнетя^ 

Для опред^летя на оеноваши ряда (17) выражен1я рцда 

81.= во 
^(и) Р(их) по фуншцяхъ /\х)^ нужно опред&шть фун- 
«=1 
кщю ^{п) изъ уравнешя 

У\1гШ(Щ=^М (19) 

тогда 

'М^Щх) -^- Р(2)^(2а;) н н 13(и)2г'(па;) 



•••• 



апх)У ^АШ^-^- 



Для опред^ен1Я Р(х) нужно положить въ уравнеши (19) 
В(п) = т:(п) = Е^ . , 

Т^же самыя соображешя им']&ютъ м'Ьсто лри обращеши 
рядовъ вида 

ф(1)Аг-*-ф(2)/(а;')ч-ф(3)Яа;«)ч- .... -^^{п)({х^)^ .- 
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при чемъ нужно только обращать внимате на соотв']&тств7- 
ющую замену аргументовг. 

Такъ, ин^ зависимость 

ах)-^2ах')ч^Щх')ч-.^' = Р{х). .... (19') 
не трудно найти 



§ ^^X-^) по Р(Х). 



Для этого изъ уравнешя 



2] 81{с1)=Е^п — Е\/п—1 



находимъ 



г. V т^Е\/п—Е^п — 1 пЦп) л, ч / ч 
Цп) =пВ г-^ — ^ ^ = -гМ = Н^)г^{п) 



гд4 для 






и сл1|дователяо 



^^ Дх** )^Гх-*-Гх*-*- Дат») -н .... 
=Х(1>,(1Щж)-ьХ(2)г,(2)2?'(ж*)-н...ч-Х(»)г,(»)1?Т(а;-) 



•а ни 



и 
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С~ Дж** ) = Щ) — 22?(а;') — ЪР{х*) -4- 

1ЧХ*) — ЬЩх') ■+■ ЪР{х*) 

Д-ш опред%лен1я функщи Дх) тАожъ Н8ъ уравнеп1я 

"^^Ца ^ и(п) . 
Цп) = пВ"^ = п^{п) 

Дж) = ^ «2(«) Да;-) = Щ) — 2^'(ж*) — 
—Ы (ж') — 52?'(а;») -н 62^(а;«) 

Для опред']Ьлен1Я Ш ({х^) им^ем! изъ уравненхя 

V 81{а) = 1 
^ а ~п' 

откуда *) 

г(„)=»в(1)=М5.(„)(_1)ад 

гд% во второй части посл^днаго уравнен1Я 

5(а" Ь •* с '^ ) ==3, 5, (а" Ъ^с^) = аЬс, 

ф'^Ъ^с'^) =^ а"-ЧР-*с^"^ (а-1)(&— 1)(с— 1) 
и 



*) См. Учете о числовыхъ производннхъ, статья П Мат. Сб. томъ 
VI, формула 5, стр. 138. 
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Изъ уравнен1я 



Да;)_»_Дж2)-»-/1[а;Т)-н ..- ^Р(х)-^2Р(хТ)^ ЗДж*) -н - (20) 
будемъ имЪть на основаши уравненк 



V ца) = ф), 5(п) = д(и) 



рядъ 



но тяЕъ какъ 
сл'Ьдовательно 



Изъ ряда 

М1)/-(|)-»->(2)/(|)-+---нХ(»)/"(^|)-ь.-. 

= 2?(а:)-н2^'(0-н32?'(|)-ч- .... (21) 
ва основанш уравнеша 

I 

иМемъ рядъ 

Яа;) = Л(а:)2^(аг)>. л -- ^^ (|)2],(4*)'- "* -^••• 

•■■•*Ч«)2У>'''* • 
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Полагая въ уравнети (19") 

им'бемъ 

X 



Р{Х):=: 



(1 - ху 

И сх{|довательно 

я? 2х* Зх 



X •*- X*-*- X*-*- а?"-*- — ^ 



(1-^)» (1-а;«)« (Х-а;*)' 



§ 6. Иногда на основашн уравнен1а 

= Х(1)'Р'(а')-^Х(2тл^*)-^--^Х(«Жа?*). . . (22) 
нужно выразить рядъ 

по фуяюцн ф(х), выражаемой рядомъ 

ф{х) =3 ^(1Щх) -н ^(2)Р(х*) ^ - -ь ]3(»е):Р(ж*) н- •- 



Для этого сперва внравимъ рядъ ^ '^(и)Р{х^) по фун- 

кщи 55(др). 
Полагая 



— ге- 
ны опред^Ьдимъ фувкщю "^{п) изъ уравнения 



^КЫ^=х(п) («) 



Зат^мъ опред^див^ функщю ^(п) изъ уравненк 



УЩ.Щ.==а(п) ф) 



мы р1}шен1е этой дадачи можемъ представить въ ъщЬ 



ео 



•••• 



-*-ф(х*)^Ш{^-^ .... (22') 
Прим1ьръ. 1) Им^^я уравнеше 



ваити выражен1е рлда 



•••• 



по ряду 

ф(х) = Х(1)Ла;) -ь Х(2)Да;«) -♦- .... -н Х(п)2?'(ж~) 
Въ этомъ с луча* 



•••• 



т = 


1 




х(») = 


= 1Г(«) г= 


п 


а(п) = 


_1 




13(п) = 


= Х(я).. 
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Уравнсн1е (г) приметь видь 

У Щу(а) =. и(п) 
откуда 

•г(п) = Ып)У- 

Уравнеше ф) принимаетъ видь 



2|-.«^=; 



откуда 

_9(п) 






и р'Ьшете нашего вопроса выразится уравнешевгь 



2 '^ ' 3 '^ ' п 



•••• 



Если на основанк уравнен1а 

<р(1)Яж) ч- ?(2)/(а;*) -4- •.•• = Г(х) 
желаемъ выразить рядъ 

§~л(«)/-(^«) 
ПО ряду 

§~Х(«)^'(ж«) = ф(х) 
то въ предшествующихъ уравнен1яхъ полагаемъ 
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ф(п) = 9(п) 

а(п) = Х(») 
13(п)=Х(п) 

на основанш этихъ положешй получимъ 
Функщя ^(п) найдется изъ уравнешя 



откуда 



^. . ^.Е\/п — Е\/п—1 ., V , . 



гд'Ь 



п 



а— 2^^ Р — 2е| У—2е1 



и сл']&довательно 

§ 7. При разр-Ьшеши вопросовъ о безконечннхъ произве- 
ден1яхъ делжно пользоваться т'Ьми же самыми приемами, ко- 
торые употреблялись при изсл'Ьдов|Ш1и числовыхъ и анали- 
тическихъ рядовъ. 

Вопросы объ обращеши и опред^леши функщй изъ без- 
конечныхъ произведешй сводятся къ предшествующимъ по- 
М0Щ1Ю простаго логариемировашя. 
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Полагай ъъ (26) и (27) 

будемъ имйть 

Р{х) = П^^**) ]^-«-^(^)-*(^>. 
Такимъ образомъ на основанш зависимости 

йм^емъ 



Г{х).Г{х^)Г{^%... = П^Я^" ) =^ П-[2?'(а^~)] 



или 



П~Дж*) = П~[г'(ж")] « 
Непосредственнымъ сл§дств1еиъ соотношен1я 



является уравненш 



/•(а;) = 1г[^'(гг-^)]'^' 



Опред^Ьляя /^(о?) изъ соотношешя 



°г[<:-)]""'=пг[-(01 



им^емъ 



\ 
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Такимъ образомъ на основанш уравнешя 

(1_^) {1^х') {1-х') . . . (1— а?*) . . . = /^ (х) 
им^емъ 

(1-ж) (1— ж*) (1-а;') (1-а;'*)- • . = П~ [Яж")]^^"> 



или 






и т. д. 

Для безконечныхъ произведенШ могутъ имЬть м-Ьсто так- 
же вопросы, аналогичные изложеннымъ въ § 6. 

Мы не останавливаемся на нихъ, ибо прхемы зд-Ьсь оста- 
ются т4же. 

§ 8. Им'Ья чнсловыя производныя различныхъ функщй, мы 
можемъ смотр'Ьть на выведенныя аналитическ1я и чнсловыя 
разложевхя, какъ на простое развитее н'Ёкоторыхъ общихъ 
фориулъ. Непосредственнымъ сл']&дств1емъ рада уравнешй 

/•(1) н- /-(2) н- /-(3) +■••• ч- /• (м) = С7, 

/•(2) ч- /-(4) -н /-(6) -Н-. -*-г(^ 2Е^) = С7, 



/'(з)-*-/-(б) -+-.... -^/-(3^:1) = 



с; 



Г{к)^ЦЩ ^....^г(ке'^ = 



^н 





, 
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_ 






является 


уравнеше 
















X 


(1) 


V, 


-♦-У 


(2) 


^г 








Полагал 



'П 

йм4емъ 



2] Х(^) = Ч'(^) 



ф(1)Я1) + ф(2) /-(2)-^.... 

= г7,2)'|(1) -I- г7,1)'К2) н 1- и^^ВЩ -*-.... (ГУ) 

Точно также на основаши уравнешй 

ф(1)Д1) -н ф(2)Я:2) н-.- -I- ^{п)М =7. 

ф1 т ^ ф(2)Д4) -4-- -н ф(г|)/' (2^1) = 7, 
ф1 /-(3) -н ф(2)Я6) -♦-.... -ьф(^Е|У(з^) =Г, 

ф(1)АА) ч- ф2Я2«) н-.... -н фГ^^)/' («^^) =7"^ 
йм^емъ 



п п 



3* 
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и означая чрезъ I (п) функщю равную едишщЬ для п нечет- 
наго и нулю для п четнагОу им'бемъ 



и.^1{Щ) 



и, = -Е1 



ТО есть С/)^ = — Е- для четнаго указателя 



= Ч^) 



для нечетнаго указателя 



На осноьанш этихъ уравнен1й ижкежъ 



1 = й ^^V)^, 

1{Е)/п)= ^Цо)1Г, 

ЦЕ\/п) = §>^.(''-)^, 

^ (д{п) - 2 = ^|л(.) и„ 

Последняя формула даетъ для функщи О (/г), выражающей 
число простыхъ щЕселъ, не превосходящихъ п, разложеше 

в(„) = 2 - ^ ^ г (^^) -. ^(1) ^ , (^-) 
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Для № = 10 
0(10) = 2—5 ■+- Щ -1-2-1- Щ -ь- 2-«- г (1)— ?(!) -4-2 = 4. 
Полагая въ формуле (IV) 

и означая чрезъ ^, (п) и ^^^ {п) функщи, выражаюпця чис- 
ло чиселъ четнаго и нечетнаго образовашя, не превосхо' 
дящихъ п, будемъ ин^ть 

СТ, = л(1) -ь Х(2) ■+-•• -н Х(и) = 2^, (») — К^ (п) 

Г7, == Х(2) -ь А(4) -*-••• 

С^,=Х(3)[2^,(^е|)-2\Г,(е|)] 



Откуда, полагая въ формул* (IV) 4'(м)='1г(»), им'Ьемъ 



1 



=8>(«)х,„)[^..(9-^^.(2)] 



НО такъ какъ 

^{и)\{и)= {ц)и)) 
то 



8*')[^'©-^'©] 
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или 



Точно также, полагая въ IV 



им^емъ 



8 ["■(-:)--■©] =-V 



71 



Полагая ф(/г) = Е\/п — Е\/п — 1, пм^емъ 

3 3 

Полагал 

'|(/г) = в{п) — 0(/г— 1) 
имйонъ 

Не трудно видеть, что 
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Изъ очень простыхъ соображенхй не трудно видеть, что, 
если ояначимъ чрезъ Н^ (п) число первичныхъ чиселъ, не 
превосходящихъ п^ то есть число чиселъ, не делящихся на 
квадраты, то 



или 



8««))'[^.(0-^.©]=8>«^.© = 



1 



Полагая въ уравненш (IV) 



/■(г*) = 



(р) 



вычетовъ и 
превосходя- 



и означая чрезъ N"{11) число квадратичннхъ 
К{п) число неквадратичныхъ вычетовъ ру не 
щихъ п^ будемъ им4ть 



(^)=(1)[-(1)-Ш1 






• • • 
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На основанш уравненк (1У) ви^енъ рядъ соотношешй 

На основан1и формулы 

Со8х — Созупчг^^х 
8гп{х)'-^ 8гп(2х)-% 1- 8гп(пх)^=^ 



2 8т 



•т(^1х^ 



аш'Ьемъ, полагая въ (ГУ) 

/*(п) = 8гп (пх) 



С08^ — С08 (^-+-0)^ 

2 8гп 5" а? 
С08Х - Со8(Е-^-*-^)х 

2 8ш-х 
л» 






(-М) 



2 8т -^ 
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откуда 



Со8х — Со8(п-^-—\x 
8ш х-*-8ш ^ х-*-8ш 9х-+- •••= Х(1) -^ 



2 8гп^ 



Со8х — Со8(е^-^^) 2х 
Ц2) V ^ V 



2 8т X 

ИЛИ 



^^ 8гп(и*х)=^^^ Ци) 



^ 1 их 



2 8ш^ 



8Е^П ^п а8Ш—С08{Е^Ч-~\ 



их 



2 8т'^ 



0(п) 



8т 0^ а; = 8гп 2 ж -н 8гп 3 о; -н 8ш 5 х 

Со8 их — Со8 ( ^5 — -#- г- 1 о? 
2 8гп — 



8гп х = У\ ^(и) ' ^ 



С08— —С08{ иВ~-1-4- \г1Х 



2 8гп^ 



Такихъ посл-Ьдств]?! формулы (IV) можно вывести очень 
много и н-Ькоторня пзъ ыихъ могутъ пригодиться для чисто 
аналитическихъ вопросовъ. Какъ видно всЬ эти разложешя 
приводятъ къ опред'Ьленнымъ и понятнымъ числовымъ опе- 
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рацхямъ и числовымъ функщям'ь, величины которыхъ зависятъ 
разложешя числа п на первоначальные производители. 

Полагая въ формул* (VI) 

Р{п) = К{п) 
йм'Ьемъ 

ч 

с/, = XI Х(2) Х(3) -Цп) = (—1)^*^**^ 
и^'= л2 . Х(4) -\(2Е'^ = (Х2)^2(_1) \2; 

С7, =Х(3) ^^Л-1) ^^ 



^ (X) Чъ) 



откуда 



п .,„.„» 



^У.(У«) Х.(1)г?7 М2)Щ 

(_^) =()л) «(Х(2)) ... 



(-1) 



Если /^(м) = ( ^ ^ , 



то 



-■=© © а)--' 



2»"'(«) 



гд^ фу1акц1я ^(и) выражаетъ число неквадратичннхъ выче- 
товъ р, не превосходящихъ п 



е1 N^ 



/2\-"2 ""'(г) 

С'.= 0) (-1) 
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откуда на основавш формулы (У1) ииЪекъ рядъ соотношешй 



*^ ЛЗЯ? 






■ • • • 



\(1)ЛГХп).. 

• Ч — 1; 
Полагал 

им'&емъ 

17, —1.2.3...п = Щп) 
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^"» 



Г. = 2 XI) 



^1 



ц = . Хд 



откуда 



мСО м(2) м(^Ь) 
2.3.5.7.11...= [П(»)] [П(|)]- [п(|)] X 

^ /да^з*^')^? (2Г) 

1».2*.3*... (Еу/»)» =^ [П(у/п)]*=: 

Формула (IV), будучи приложена къ эллиптическимъ и кру- 
говымъ фуншцямъ, даетъ н^которыя повыя соотношешя, по- 
зволяюпця решать различные вопроси .ивъ теор1и безконеч^* 
яыхъ рядовъ. — 



Известно, что 



Ш^ 



=8 



+~ 1 



^г — т-к 

— -во 



откуда 



а а -2^ Ю< ;8?-нжа1С к^1 ^ — тесте 



Полагая 



1 1 /у ч З-^г 



г -л- тот. г — ттж * г^ — тггСт. 
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вы^еиъ 






2-а^«^Га 



^ = /(2«) 



Д4а)ч-/(6а) 



•••• 



откуда 



I [^^ ~^«'<|^] =Я«) -н/(3«)н- /'(5«) 



ИЛИ 



-^'4^ = ^*^"^^^*^"^^^''^-^ ...(29) 



откуда 



/(«)- 



2^ 



^ ^^ — тса г! -•- 1га гг — на 



-2^[^^2-а-3^^2-3^-5%-5^---] 



Полагая 






им^емъ 



?^ = - 8о~й «(2^ ^ 1> ^^ -I 



и^ 



Точно также 



2|5 



(2г*-*-1) ^ • 
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Аа)-н^(3'а)-4-/-(5^а) 



или 

1г 



Г 1 1 1 1_ 



(2^-+-1)а* 
Подобнымъ образомъ илгЬемъ формулу 

1 (2г«-»-1)''7г*а'-^' "= 2^!^1 '^^^ "*" ^^^^ 2 * (2«н-1)а ' 

§ 9. Задача объ обращеиш двойныхъ рядбвъ состоитъ въ 
томъ, тгобы, им^я двойной безконечный радъ, зависящ1й отъ 
двухъ аргументовъ 

ф(1, 1)7(0:) -*- ф(1, 2) тх) н ф(1, 3) ДЗх) -4- .... 
-+ -1(2, 1) Г(Щ ч- ^(2, 2) Г{Щ ч- Ц2, 3) /-(бж) -+- ••• 

=ХО,1)Да;)-^Х(1.2)^'(2а;)-н.... 
-н х(2, 1) Р(2х) -ь- х(2, 2) Д4ж) -н .... 



ИЛИ 

ум'Ьть определять выраженхе двойнаго ряда 
по функщямъ Р(х). 
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Р^шеше ея зависитъ отъ числовыхъ вооросовъ, относи!' 
1ЦИХСЯ къ тсор1и числовыхъ интеграловъ. 

Не р%шая этой задачи въ такомъ общемъ вид']^, мы огра- 
ничимся только частною формою обращешя числовыхъ ря-^ 
довъ вида: 

тытп) -^щл^)г (I) н- Ф(1)Ф. (3) 0^-+- ..- 

■^ ф(2Ж(1)/(\/^) -*- ЩЛ^У (у/|-)-+-ф(2)Ф.(3)^ \/^ -I-.... 



-=Х(1)Х.(1)Д^) -^Х(1)Х. (2)1^(0 -ьх(1)Х.(3)1^(|-) -»- 
-^Х(2)х.(1)^(\/«)-^Х(2)х.(2)^>^?-ьх(2)х.(3)^Р'\/?^-*-" 



Х(2)Х.(*)^У^|-н-.. 



ИЛИ 



.-, 8.-. хМх.мгУ,^ (30) 
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Задача можетъ состоать въ томъ, чтобы по соотношеи1ю 
(30) выразить величину двойнаго безконечнаго рада 



8:::8::г««)«.м^'^1 



ПО функцхамъ Р(п). 
Дла этого, положивъ 



3;- 



Ф(1)Яп) + тп\/п) + Ф(з)Я\/«) + ■■■=л{п) 



3^ 



Х{1)Р{п) + x(2)^^'(V/«) + уРЩ\/п) + - = В{п) 
ириводимъ уравнеше (30) къ виду ^ 

^•Л^ • • • 



"•• = Х.(1)^(»^) + ХД2)5(|)+ (30') 



откуда, опред'Ьливъ Цп) по уравяешю 






будемъ йм4ть уравнеше 



а(1)^(п) + «(2)Л (!-)+.. = В{п)^иЩ<1) 



+ 






^{^)]^,Ъ{тЛП •- +б(1)2]^х.(Ш^)+- (31) 

Зам-Ьнивь Л{и) и ^&(^) ихъ величинами найдемъ р-Ьшеше 
исБОмаго вопроса. 

Если а(7г) = 7г(^) 

то рядъ (31) даетъ выражете ряда Л{п) по функщямъ Р{п) 
въ форзсб 

4 
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ф(1)/(п)-1-ф(2)Я\/^) 



8::г8::Г'(">'^(■'>^V'= (в^, 



гд* 






и 



2Ф.да^=ч«)=^^- 



Изъ уравнен1я 



••^ 



можно найти выражев1я 

|3(|г)/*у— по функщямъ ^Р(п). 

Переходъ отъ двойныхъ безконечныхъ рядовъ къ безко- 
нёчнымъ произведешямъ не представляетъ никакихъ затруд- 
нешй. 

Задача о первыхъ числахъ. 

§ 10. Теор1я обращешя двойныхъ рядовъ получаетъ свое 
прим-Ьненхе къ р'Ьшен1ю н-Ькоторыхъ задачъ о первыхъ чи- 
слахъ. 

Означая чрезъ 11(>г) произведенхе всЬхъ ц'Ьлыхъ и чрезъ 
Т(^) — произведете всЬхъ абсолютно простыхъ чиселъ, не 
превосходящихъ п, мы им'Ьемъ сл'Ьдующую теорему Чебы- 
шева, определяющую зависимость между этими функщями 
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Щп) = Т(п) Т(»2) . Т(лТ) ... Т(»Т). 






(33) 



Въ этомъ уравненш эти произведев1я продолжаются го 
ризонтально и вертикально до т-Ьхъ поръ, пока вообще 



V будетъ мен-Ье 2 перваго простаго числа. 



На основанш предшествующихъ прхемовъ можемъ легко 
произвести обращеше этого произведешя, то-есть выразить 
функщю Т(^) по Щп). 

Положивъ 

1д Щп) = р{п) 
1д Т{п) = 1{п) 

мы будёмъ им-бть следующее соотношенхе на основаши урав- 
нения (33) 

-1-1 1 

р{п)=1{п) -^1{т) -1-<(мз) 4- •-♦-^(п*) нн- 
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Подоживъ 



1 1 

. 1{п) -н 1{пТ) -♦- Цп^ -4- - = <|(л) 



шс^емъ 



ЬМ -н<. (I) -н«. (I) -.-...=р(л). . . . (34) 



откуда 



«. («)=г(1)р(»»)-+-з(2)г> (|) -^(3)р (|)н- 



^*)р(1) 



Изъ уравнетя же 



1{п) -л- 1{п^ 



«(ггТ)н-...=§з(ф^5) . . . (35) 



получимъ 



1 

откуда, ваксЁная функщи Ь{п) и ^(т^) ихъ зЕачен1Ями, им'1емъ 

1 

гд-Ь знакъ суммъ распространяется, на вс* возможный ц4лыя 
и положительныя числа и 1и V. 



Переходя отъ логариемовъ къ числамъ, находимъ 

1ч ,9!(«*)Ф) 



Т(„) = п [п (^ ] 



• • • • 



(37) 



что въ раскрытой формЬ даетъ 
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Т(«) = 



°<'>°(8)°(в)-- ^ 

°©Ч1)°(т)Ч^) ••■ 

1 1_ 

1_ 1 

2 / 1 2 \ 

П (п )П ( -^ л \ 



1_ 1^ 1_ 

"О»') "С?"') КУ)- 

П (п') П (^^') 



Примгьръ. Для п=20, Еп^ = 4, ^з" = 2, Е'пл =^ 1 

_ П(20) , П(3) . П(2) П(2).П(1) 

^ ^^"^ — П(10) . П(6) . П(4). П (2).П(4) . П(2) 

Принимая въ соображеше, что 

1дЩп) = ^Ы^) = 19^^ -*-Гп -^Л1д(п)—пч' 



В^ В^ Д 



"""^ • • • 



1.2.П 3.4.»* 5.6.»» 

гд'Ь В^, Д, Д означаюхъ Берну лл1евы числа, удовдетворя- 
Ю1ЩЯ уравнешю 

„ _ 2. 1.2. 3.... 2{а / 1 1 \ 

2ц- 1 ~ (27Г)2Ц \^ '*'22ц"^32ц~*" ) 

МЫ моженъ функщю 1{п) = 7рТ(4{) выразить въ такомъ вид^. 
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<(п) = 1дТ{п) = 88«(«)«(«'>( 19^/^^ 
V V ^2/ ^ V гГ 1.2 Ь 



V 



_ ^. 1 Д 






) 



причемъ нужно распространять сумму на всЬ натуральнык 
числа и ц V^ продолжая ихъ только до т^хъ поръ» пока 

число Е - будемъ менЬе 2, перваго простаго числа. 

Переходя отъ логариемовъ къ числамъ, мы мог^га бы пред- 
ставить такимъ образомъ функц1Ю Т (п) въ форм']^ ряда. 

Сравнивая выражеше (27') для Т (п) 

К1) / /^\\ м(2) 



Цп)=:(п{п)^ (°(|)) 



2 3 4 .... 



съ выражешемъ (37), получимъ тожество 



откуда находимъ 



пГ/"^^^1=/'^^?2'^^>^1з^(^>4 
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п .^^ _п 



выражеше произведешя 2^^^^в З'^^^^-^з •..пофункц1ямъ11(^). 

Подобнымъже обравомъ мы на основаши уравнен1я (34) 
получаемъ уравнен1Я 

<.("р)н-«,(|-,)*«.(^)*...=8х(ф@(а8) 

Зз^^^^Ьяяя ^^{п) ихъ величинами, им-бемь 



8'ф.)-=8^-("Ч^) 
88'С«)^=8''('')^© 



откуда, переходя къ числамъ, получимъ 



ч^т=ч<ш" 
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п[т(^)^]=п[п(^)]-> 

гд'Ь зпакъ П означаетъ, что берется произведете фунЕщЙ 
для всЪхъ цЪлыхъ чиселъ и ш V. 

Будетъ то обстоятельство! Еогда количество зам^Ьняется 
наименыпимъ цЪлнмъ числомъ^ содержащимся въ яеиъ, озна- 
чать словами: количество замтьняется его цгьлымъ значенгмъ. 
Во всЬхъ вншенаписанныхъ формулахъ мы должны вс% аргу- 
менты зам*Ь1цать ихъ ц'Ьлыми значешями. 

Каждая изъ этихъ формулъ можетъ послужить основатемъ 
для новаго ряда соотношенШ. 

Такъ, опред'Ьляя величину показателя 'какого-нибудь про- 
стаго числа въ об'Ёихъ частяхъ вышевыведенныхъ уравнешй 
и сравнивая ихъ на основаши вышеуказанныхъ тожествъ, 
мы получимъ различныя соотношешя между числовыми фун- 
кщями, изъ которыхъ некоторый прямо содержатся въ пред- 
шествующихъ формулахъ, другхяже могутъ быть выведены 
на основан1и общихъ законовъ числовыхъ тожествъ. 



Дозволено цензурою. Москва 5 апрЪда 1873 года. 
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Мп) = к{п)у (6) 

ибо им^етъ мЪсто разложеше вида 

Принимая это въ соображеше^ им^емъ следующее общее 
разложеше функщи ^'(п) въ рядъ по функщямъ Ж\ — . 

= ,4"^'* ^У^У (<г^^*Ж^) . . . . (П) 

Вс* числа вида 1, а, а6, абс, аЬс^, . . . или числа, не д-Ьля- 
пцяся на квадраты, мы будемъ называть первичными числами 
Функц1я д^^{п)=[^{п)У=21 для вс4хъ первичныхъ чиселъ 
и \(п)=20 для всЬхъ остальныхъ чиселъ. 

Очевидно, въ рядахъ вида (II) первичныя числа играютъ 
самую существенную роль. 

Полагая въ формул* (П) последовательно 



ш 



1Чп) = 1, Е^п, . . . Е\/п, 0(») 
будемъ пм^ть сл4дующ1я разложешя 



1 
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■^Е\/1У^(а^*М<^)-^-<с) 

ф 

Въ разложеши (а) легко определить коеффищентъ разло- 
асен1я 7 {фУ(1{А) изъ сл^дующихъ соображешй. 



Заменяя въ ряд'Ё 



1 = 8" 8(«)В^ 



количество п чрезъ Цу п получимъ рядъ 

1 = §2г*Еу/^... (е) 

который долженъ быть тожественъ съ рядомъ (а). 
Отсюда заключаемъ, что 

1 = 8:2 й*т.(^г>/^=8 ,м<.=8>(«)< 






Т(з(о))*д((7) = д,(«) 
гд-Ь 

^\1) = 1 



то есть д^(п) = =1= 1 для вс^хъ Бвадратовъ первичныхъ чиселъ 
и д^(п) = для всЬхъ остальныхъ чиселъ. 

Для опред^лешя коеффшцентовъ разложешя въ Формулагь 
(^)^ (^)) (^ можно воспользоваться общимъ свойствомъ число- 
выхъ интеграловъ, выражаемымъ уравнешемъ 

На основаша этого уравнешя им]^емъ 

3 3 

у М)'(л(й)=У (0(5)-0(5-1))2.(<г)==(х.(«) 

Изъ посл^дняго уравнешя видно, что (^^(г^) им^етъ величину 
только для чиселъ вида а, а^б, а*Ь*с, а^Ь^с^д,^ . . . 

.... а', а^Ь\ а'Ъ'с', а'Ъ'с'Л^ 
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то есть только для произведет! абсолютно простыхъ на 
квадраты первичныхъ чиселъ, нричемъ 

|л,(а)=1 
Н^(а'й) = - 1 

(х,(а*Ь'с) = 1 
{*,(а*Ь*с*<г) = — 1 



(7) 



11,(а*) = - 1 
Н1.(а'Ь*) = 1 
{х,(а'Ь*с*) = — 1 



Для вс^хъ остальныхъ таселъ р., (п) = О 
На основанш этихъ уравнешй иы^емъ 



Ъ^а*Ь'сЧ'*"" 



-8^7.-8^^г.-8^^ 



8^да^ — ■ ""(^^ 



Полагая 



^(»)='"^.8>«^8:/« 



будемъ ии^тъ 
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I 1 



I 

.IV ^ 



1 



п(яч-1) _ 






Означимъ коеффиц1ентъ разложешя функцш 2^(п) по 

Еу^ чрезъ Р^^\п), 



такъ что 



2 9-,(8)Щ) = 2 (г5)'т=2^<'4«) 



Изъ уравнен1я 



на основаши закона числовыхъ тожествъ *) буденъ им^ 
соотношеше 



"') См. числовыя тожества, наход. въ связи съ свойствами симв 
Е. Щт. Сб. томъ I стр. 114. 
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Л^ 1!^ 1^ ■ 



^^ = 



§^ ^^«>(«)н- (Ш) 

§ 2. Означивъ чрезъ Н^{п) функщю, вьфажающую число 
первичныхъ чиселъ, не превосходащихъ щ мы изъ уравыешя 



п 



= 8>,М^^=8>(«)')М/^= 



=V^8V^8V|-8^ 



п 
аЪс 



Е^ ** 



аЪсЛ 



• • • • *. 



получимъ на основ анш соотношешя (Ш) у1завнешя 

я, (4)-я, (4)-я,(4)— ^. ( 4)*-= 



ИЛИ 



я. ф^Я,(|,)*Я,(1).-... -.я. (!,)-....=„ (9) 



ибо 



^.(т.)=^.(^1^) 
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Р-Ёшить урабнен1Я (5) въ этомъ случа'Ь довольно трудно, 
между т^жь какъ разложешя вида (4) получаются помопцю 
очень простыхъ соображен1й. 

Назовемъ числа^ ве д^ляпцяся на кубы, числами втпорич- 
ными, числа^ не д^ляицяся на четвертня степени, третич" 
ними и т. д. Единица будетъ принадлежать ко вс']&мъэтимъ 
числамъ. 

Зная это, не трудно определить величину функцш ф(п}, 
выражаемой уравнешемъ 

8/' 



««) = 8м/,4 



гдЪ к"^ представляетъ вс^ возможныя вторпчныя числа ви- 
да 1, а, аЪ, аЬСу ... а*, а^Ъ, а^Ь% а^Ъ^сЧ, а^Ъ*с*Л*е и т. д. 

Не трудно вид4ть, что въ рядЬ частныхъ г^г можетъ слу- 

^ и 



читься только одинъ разъ, что число ^-77 будемъ полнымъ 
кубомъ. 
Полагая п = а%Рс( , ин^емъ 

3^5 3^е| ЗЕ1 а— ЗЕ1 13 —ЗЕ^ у — зМ 

следовательно число т-п будетъ полнымъ кубомъ только тогда, 
когда 

Въ этомъ случае «тт- = ^ Ь ^с ** 
Кроме того не трудно заметить, что разность 
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щп) = е'^^^^н^щ) ^ еУ|2 * (^^(^ 



• • • 






• • • • 



и вообще 



Для всякаго шип имЪетъ м4сто сл-Ьдуюпцй рядъ 



ад = 8_Е7^2Л(ЗД'0 (IV) 

Такимъ образомъ въ различныхъ частныхъ предположе- 
Н1яхъ им-Ьемь ряды 



е(«) =Е^пУ^ (г)(.((?) -4- /у/ 1 У * (^0(л(^ 



• • • 



г;У »г = Е*\/ «У * (г)>, ((Г) -н еУ^ у * (г)\ ((?) 



• • • 
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• • • • 



§ 4. Означивъ чрезъ Л^{п), Л^(п) . . . . Я. (>г) функщи, 
выражающ1я число вторичныхъ, третичныхъ и т. д. ш ичныхъ 
чиселъ, не превосходящихъ п, мы изъ уравнешй (4) имЬемъ 
формулы 



-^т ( р^НМ ) "*^^»л ( 2^Т"1 ) ~* ^^^^ ( ^^М^ ) 



т 



даюпця возможность очень быстро вычислить числовое зна- 
чеше этихъ функщй. 

Изъ соображен1й, подобныхъ предшествующимъ, мывыво- 
димъ формулы, аналогичный формуле (10) 



Я.(«) = §,(.)<-. ^''^ 



Ят(й) = ^я(и)Е 



п 



.^^ш+^ 



2 



^ 
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Формулы, аналогичных формуле (11), примутъ видь 



з.г »> 



Е \/\ Е \/=- 



8, 






Е^^■ Е^^ 



Е\/^ (1") 

8. ^^">- 






8 ^^^> 



Некоторый изъ результатовъ, изложенныхъ зд'бсь^ были 
нами напечетаны въ отчетахъ Парижской акадеши *) въ за- 
метки „Ке8о1ийоп Л'ипе диезйоп питепдие", а также сооб- 
щены на зас'Ьдашяхъ третьяго съезда русскихъ естествоиспы- 
тателей въ Б1ев%. 

§ 4. Функщи Д (п), П^ (^), Лз (^) — ^"^ (^) могутъ под- 
чиняться ц']&лому ряду соотношетй, которня всБ являются 
простымъ сл'Ьдствхемъ основныхъ уравнешй (9) и (14). 



*) Сотр1;е8 геп(1и8 (1е Гаса<1ет1е (1е8 8С1е11сс8с1е Раг18. 1872. Зепе 1, ^^ 7 
ВоидаеV. Ее8о1и11оп й'ппе ^пе8^^оп пшпе^^^пе. 
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V 

Действительно, изъ уравнешя 



=п 



на основанш формулъ обращен1я числовыхъ функщй выте- 
каютъ уравнен1Я 

^.(:-Н.(г.И.(г.)-=8^.«^. 

> 

я,(|-.)*я.(1)-.я.(«-,)-.д(|.)^..- 

= 8 ^-(^0=8 "К-. 
^.(рЬ^.(2-)-'^.(г.)--8^<<- 

Подобныя же формулы мы могли бы вывести для функщй 

Функщй Н^{п)уН^{п) . . . Нт{п) замечательны т^мъ, что 
онФ могутъ служить основашемъ для новыхъ рядовъ, въ ко- 
торыхъ всякая другая числовая функщя можетъ быть разло- 
жена по этимъ функщямъ. 

2* 
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Д^Кстиителыю, иы'Ья два ряда 



Р{п) = §^(«*)^: 



П 

и 



и 



п 



= ^{Е^/и-Е^/г,^^)щ(^^ 






мы получимъ ряды 



(17) 

= 8::: ^. ©е. <^^°^- ^^^'>^*> 

и вообще 

въ которыхъ выражен1е числовыхъ коеффищентовъ могеть 
быть иногда приводимо къ другимъ бол*е простымъ функ- 

щямъ. 

Такъ, вообще 

.1 о 
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I 

следовательно ряды (17) и (18) могутъ принять иЬсколько 
другую форму. 

Такъ, полагая 

Р(п) = 0(п) им'Ьемъ 



=8::>.<»'«.(^) 



Коеффищентъ разложен1я 



У (0(5) — 0((?-1))л(й) = - Цп)Цп) 

гд* ^(а^бгсТ) = 3, следовательно 

0(п) ^ - §Ч(г*Ж«) Д ф) . . . (19) 

Вообще каждый частный случай можетъ указать на то пре- 
образоваше, которое можетъ привести къ прост^йшимь ре- 
зультатамъ. 

§ 6. Функщи Д(^), 11^(п) . . . 11^{п) заслуживаютъ по 
своей важности многосторонняго разсмотренхя. Академикъ 
Чебышевъ, на основаши уравненхя (9), въ одномъ изъ засЬ- 
дашй математической секщи третъяго съезда русскихъ есте- 
ствоиспытателей въ Е1еве указалъ на т^ два предала, между 
которыми содержится функщя Л^{п). Для этого онъ примЬ- 
нилъ способъ, изложенный въ его мемуар* о первыхъ числахъ. 

Про'Ьзжая чрезъ Берлинъ вначал'Ь 1872 года, я изъ бесЬды 
съ берлинскимъ акедемикомъ Куммеромъ узналъ отъ пего, что 
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и8Ъ соображен1й, основанныхъ на теорш вероятностей, мож- 
но заключить, что ассимптотическое 'выражеше функцш ЛДп) 

6 
есть —«п. 

т. 

Эту величину ассимптотическаговыражешя сообщилъ Бум- 
меру Леженъ - Дирикле въ частной бесЬд'Ь съ нимъ, что и 
было указано Буммеромъ въ письме ко мн^ '*') отъ И сен- 
тября 1872 года. 

Бакъ видно Дирикле не им^лъ бол^е прямаго доказатель- 
ства этого предложешя. Я зам'Ьтилъ въ тоже время профес- 
сору Буммеру, что этотъ выводъ можетъ быть легко полу- 
ченъ, какъ простое сл'Ьдств1е моихъ изсл^довашй надъ чис- 
ловыми рядами. • 

Считаю ум'Ьстнымъ изложить этотъ выводъ въ настоящую 
минуту. 

Если изв'Ьстно разложеше функщи Р(п) въ числовой рядъ 



-.. п 



^ п 






Щ)^ 



тогда ассимптотическое выраженхе функщи Р{п) получается 
во многихъ случаяхъ сл'Ьдующимъ прхемомъ. 

Разд-Ьливъ об4 части посл'Ьдняго уравнешя па. п и пере- 
ходя къ пред-Ьлу, находимъ 

п ^ ^ п \ ^ ^ п 2 



*) Позводяемъ себ^ привести зд^сь то м^сто письма, которое относит- 
ся къ этому предмету: ^1п йег Пп^егкаНип^^ ^(гекЬе хсЬ шН Ишео йЪег 
1Ьге гаЫеп^ЬеогеИвсЬеп ГипсИопеп йхе БЬге ЬаНе, а]з 81е т1с11 ш ВегШ 
ЪевисЫеп^ ЬаЪе 1сЬ ухеИехсЫ; шсМ с11гес1; егугаЬп^;^ с1а88 (1ег 8а12 йЬег Ше 
^аЬгвсЬехпИсЬкеИ айв дег ипеисШсЬеп ^аЫепгеШе еше ЬеИбЫ^е 2аЫ 
Ьегаи82и^ге1ГеП; у^екЬе кешеп диа(1га118с11еп Рас1ог ЬаЪе, шсМ топ шит 
8е1Ъз1; ЬеггйЬг!, вопиет (1а88 1сЬ (1еп8е1Ъеп пеЪз! теЬгегеп ап(1егеп АквИсЬеп^ 
2иег81 уоп У1е1еп 1аЬгеп дигсЬ Ьезеипе-ОшсЫе! ти^е^ЬеШ егЬаКеп ЬаЪе*. 
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Им^ въ виду, что 



ПК к 



находимъ 



и ассимптотическое выражеюе В^(п) будетъ 

^'(п) = »§[]"^'*^ад... (20) 

. Впрочемъ при подобномъ вывод']^ нужно каждый разъ при- 
соединять особое доказательство того, что подобный пере- 
ходъ къ пределу возможно сделать для того или другаго 
частнаго ряда. Мы увидимъ на частномъ прим'^^р'Ь, въ какой 
формЪ можетъ быть предлагаемо подобное доказательство. 

Прилагая эти соображешя къ функц1и Д(п), мы нзъ 
Травнетя 



Д(») = 8г(«)^ 



легко можемъ вывести ассимптотическое выражеше Д(п). 
Заменяя въ посл^днемъ уравнеши каждый членъ 



разност1ю 



и* и* « 



гд* а^<1 
получаеиъ 
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Е\/п Е\/'п 

Не трудно ввд^^ть что абсолютная величина 

абсол. велич. 1 — 1\ ?(^)«и 1 <СЕ^*^ 
откуда слЬдуетъ, что 

Еу^п 
абс. вел. Г ^а{^)Е^, - п^^ -^ ^ <у^ 

Разд^ливъ обЪ части неравенства на п, ин^емъ 

Е\/п 

Такииъ образоиъ абсолютная величина разности 

Е^ 

8 Ж.- 8. '^ 

уменьшается съ воврасташемъ п и им'Ьетъ своимъ пред^лою 
нуль. Отсюда мы заключаемъ, что 

абсол. вел. [ «ш ^12(«)^;1 - §~«^>] =0 



следовательно 



«'»8-1»(<.=8Г^' 



Такимъ образомъ 



23 



Кт ^1^ = §~ 



2 



и 
и ассимптотическое выражеше Н^{п) будетъ 



Я,м = «8;«(«' 



и'' 



На основанш формулъ предшествующей статьи имЬемт, 



откуда 






и ассимптотическое выражеше Н^{п) есть 

. Ш^)=%п (21) 

Подобнымъ же образомъ можно найти ассимптотическое вы- 
ражеше фунКЦ1Й Щ{п), Н^{п)-*-Нт{п) 



им = *" 









(22) 



ЯЛп) = *" 



8, ^р"^^ 

Эти ассинптотичесюя внражев1я очень удобна для ввпислеюя 
фунЕщй. Такъ^ взъ ассимптотическаго внражен1я Щ{п) 
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Въ противномъ случае подобнаго допущешя сделать нельзя. 
Если функщя /^{и)й^^ то абсолютная величина 

абс. ,ел. 1§^"\(»)«.<*^ 



только тогда, когда 



ш^^О. 



Ит 
п 



§ 7. Законъ взаимныхъ разложешй ии^етъ м'Ёсто зд'бсь на 
основаши сообрагетй, подобныхъ иредшествующимъ. 

Если мы означимъ для краткости чревъ 2^*^(л), Р^^\п) 

. . , 1^^\п) функцш, опред'Ьляемыя уравнешями 



2^*,(ад<г) = !?<»'(«) 



(23) 



*-^ (и) 

У * (8ЩсГ) = Р (п) 

И служащ1я коеффищентами въ разложешяхъ функщи Р{п) 
функщямъ Е\ -у то изъ двухъ рядовъ 



по . . . 

и 






г т^1 
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2 



_ _(Ц) Ц/л, _(Ц) М/„ 

^.(«) = ^. (1)Е\/^-н^' (2)Еу/| 



-*-^'. (А)4/|-«-.... 

непосредственно вытекаетъ законъ взаинннхъ разложеиШ въ 
форм']^ 

_(Ю _ (и) 






= Р (1)Р,(п)ч-Р (2)2^.(^1] 



_(и) _ 



р\к)Р,(^Е1^ 



ИЛИ 



Полагая {л = 2, 3, 4, ... и заменяя ^^*^(^), ^^^^(п) . . . 

. . . Т^^}(п) ихъ величинами изъ уравнен1й (23), получимъ 
сл'Ьдуюпцй рядъ уравненШ 

Р{п)^^<^,{8)Р,(а)^р(^в^'^ 2]^о,(г)^;(^)ч- .... 






-^р{^) '^*.^тй)-^■■■ 






^ (V-) 



и т. д. 

Полагая въ уравнен1и 



8>"«^(^:)=8>"(")'-(^) 
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Бели N^{1^) и N^(11) выражаютъ число чиселъ четнаго и не- 
четнаго образовав1я, не превосходящихъ щ то, какъ известно 

следовательно, полагая въ (24) 

им^енъ 

и уравнеше (24) приметь видь 



откуда 



8:м«))'^.(о=»-8:«''))*^..ш 



или 



^".(«)-8^.©-8^.Ш-8^.(;;й)-- 



1 



Можно вывести очень много такихъ частныхъ заключешй изъ 
общей формулы (V). 

Другая форма закона взаимныхъ разложенШ вытекаетъ про- 
сто изъ сравнетя двухъ разложешй функцш Р(п) 
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Зам'Ьняя въ первой формуле ^ чрезъ Е)/п, мы можемъ пер- 
вый рядъ представить въ вщ^ 

Р(Еу/п) = § Р(п) Е\/^, 

=0^(г*)( Е^и— Еу/Ик^) Е\^^ ... (&) 
откуда, сопоставляя формулы (а) и (6), получвмъ соотношен1е 

§ Ё^Нп)Е (щ/1)=^П^)р{е1^ - (VI) 

дающее возможность сравнить одну и туже функщю при 
двухъ различныхъ аргументахъ. 

Тожество это есть частный случай другаго, имЬющаго 1Й- 
сто для двухъ функщй Р{п) и Р1{п) 

8Р>Ж ( Е)/1)=^Р,(и)Е(^1^^ ...... (УП) 

Представляя закоиъ (У1) въ раскрытой форм^, инЪемъ 

Р^ ( ^1) ^НЩЛ) -*-Е, ( Еу/^) 2^* (5Жй) -н. . . 
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Щк)р(^Е!^,^ -ь ... 

Такъ полагая въ (УГ) 

Р(п) =« 0(^), им-Ьемъ 

Цп) = ф), 1^\п) =2]^ (^^[8)^ \{Л) 
сд']&довательно 

> * 

• (25) 
= К1)<=> Щ н-,л(2)0[^,] -+- 1^(3)0 [|,] н- ... 

ИЛИ Бъ раскрытой форм^ 






— 32 — 



-8^!.^8<%.-8^1.,.- 

Формула эта даетъ возможность выразить 0(п) при аргу- 
менте п по т1(мъ же функщямъ, взятюгь при аргумента» 
меньшнхъ п 

Подобнымъ же образомъ изъ уравнешй 

п(п-^ 1) 



2 



= 8?« ^-. 






— Ц — ^=8.(«,^-:. 



8„»)^-:.=18И'^=(.*^^)= 

=|-18:'<»))'К)* 

Означая чрезъ п\ число производное отъ числа п по двумъ, 
то есть полагая для 



I 

• 
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В!^ Е^ Е^ 



таЪеыъ 



8" («(«))•( V?) = 2 §>-. - » 



следовательно 



8" С'-' = 8»«4 



Подабнымъ же образомъ найдекъ 



§"«'.=й»(»)4 



Изъ уравнешй 






их^емь 



8. ^.)= |8«"<Ч ' -^) 

И 

Точно тавхе к» ура«шетй 
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I 



шс^емъ 






Подобнымъ же образонъ найдемъ соотношешя 

8 *■ (••> ^!= 8*'«)4 



Такихъ соотЕОшешй можно вывести 0езчисленное множество. 
Задачи о «орасЬ и вид'Ь раадичныхъ чжсловыхь 

Ф7НВЦ1Й. 

§ 8. Предшествуюнце ряды^ а также общ1е законы число- 
выхъ тожествъ даютъ мнопя интсресныя заключен1я относи- 
тельно формы н']^которыхъ числовыхъ фунБцШ. Эти резуль- 
таты бываютъ т-Ёмъ неожиданн'Ье, что н'Ькоторые члены ря- 
довъ^ изъ которыхъ они получаются, исчезаютъ по свойству 
самой задачи и связь между исходною теоремою и сл'Ьдствь 
емъ д-Ьлается отъ этого еще бол-Ье отдаленною. 

Такъ, изъ уравнешя 

1!\/Ъ = 'К{1)Е^ -+- Х(2) Е^ -*-■'■=: ^Ци)1^ 
водучаемъ сравнеше 

Е^ = §" р(«) ^ §" Е^ (мод. 2) 
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Означивъ чрезъ у(п) чжсло нечетннхъ часелъ въ рад^ 

^^, Я? -Вр . • . «лявъряд* Г^?1" 

1^—Щ-* ■•^=^(п)=Е^/п (мод. 2) 

Зд^сь иы нохенъ решить следующую геометрическую за- 
дачу. Предположинъ, это взъ начала координать какъ взъ 
центра описана окружность рад|усонъу^п; тогда внутри кру- 
та ва квадратной рЪшетк'Ё, стороны которой отстоять другъ 
отъ друга на разстояшяхъ, равныхъ единиц*, будетъ еон*- 
щатьса виутрп круга определенное число точекъ решетки. 
Число этнхъ точекъ будетъ 4п-*-1, 

Это число будетъ бли вида 8»' -1-1, или 8«'-1-5,, смотря по 
тому, будетъ ли число точекъ, пои'Ьщающихся въ четверти 
круга ВЕР, четное или нечетное. 

Определить при какомъ п число точекъ внутри круга бу- 
дегь вида З^/"-*-!, или 8^-1-5. 



Мы знаемъ, что число точекъ, содержащихся въ площади 
1>ЕРВ, выражается формулою 



— 36 — 



Е^п-*- Е\/п^ ■+■ Ё\/п—2* -*- Е^п — 3 
На основашв теоремы Л1увилля имЪемъ 



^ = Е\/п -+■ Е\/п—1 •+■ Е\/п-~2* -*■ Е\/п — 3* ■*- —• 

^-г|-н^|-^^г^-ь^-н^Е^ * ... (М0Д.2) 
Изъ сравнен1я 

^Бу/п = г^-|-^|ч-^|н-^Е|н«.-. (мод. 2) 



им'Ьемъ 



Ш/^^Щ^^^Щ^ ... (мод. 2) 



откуда 



1^-*-Щ-^1^ -н ... = Еу/п - щ/\ (мод. 2) 



следовательно 



-*- Еу/| (мод- 2) (26) 

И ии'1етъ МЕСТО сл'Ьдующая теорема числовой геометр1и: 
Число точекъ ргьшетки, содержащихся внутри кру^а^ 

описаннаго радгусомъ\/п, будетъ вида 8(хи-1 или 8(лч-б| 
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смотря по тому, будетъ ли выраоюенге В01 -4- -Еук 
^ четиымъ или нечетнымъ числомъ. 

Известно, что 



откуда 



8:/« - ^-^5-^ 



= Е\'п -*^Е^^ (мод. 2) 



и 



г (п) = Еу/п — Еу/п—Х -н Е\' ^ - Е^^ (мод. 2) 



Изъ сравнен1я 



§" |(«)=в. (») = Е/п -V- V ^ (нод. 2) 



вытекаетъ сравнена 



8" (?(«)) Ч (^) = » -*--2^| (мод. 2) 

> 

Шкоторыя изъ предыдущихъ соотношенхй, а также много 
новыхъ вытекаютъ изъ основнаго уравнен1я *) 



**) См. «Чисювыя тожества, находящаяся въ связи съ свойствамн 
символа Б» Мат. Сб. Тоиъ I стр. 148. 
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81'[^<">8Г""хс)]-^8Г'1х(«)8Г'"^(-)]= 



^ЕV^ ГН^^(!^) 



гдЪ ф(и) есть убывающая функщя, начиная съ 1^=0, ф(м) 
функщя обратная функщи ^{и)у (^(и) и х(^) дв^& производь- 
ныхъ функщи, и (Л удовлетворяетъ уравненш 



•К(*) = о 



Полагая ^(и)=— , им4емъ 



Положивъ 
шс^емъ 

^Б^^;(^) = 5 = Яу/п 

Формула (27) приметъ видъ 



откуда имЪемъ сравнеше 

§*<?(«) §^ %(^) =^^^ "?(«) (мод. 2) (27') 
въ которонъ ор(^) совершенно произвольная функщя 
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Полагая 

гд-Ь &(и) выражаетъ число абсолютно простыхъ чиселъ, н# 
превосходапщхъ и, им^емъ 

\а,У \а,У \а,/ 



или 



ув(^-^=0(у'») (иод. 2) 


• • • 


Изъ ураввен1я 




8>(-)=8>'"< 




гД'Ь вообще 




ИаЧкУ) = 3 





вн^емъ 



§"?(«) = Е^ 



п 



(28) 



^ [8 ^Ь8<.-8 <.-■](-'■*) 



На основаши тожествъ 



8^Ь8Ч:-.) 
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иыЬежь 



Ч8Ч^--)-8ЧС)-8Ч^^) 

-"8 ®(^';.) "•■■]"""•*' 

§ 9. Предшествующ1Я числовые функщи въ связи съ чис- 
ловыми тожествами, вытекающими изъ ра.зсматриван1Я раз- 
личныхъ уравнешй, могутъ послужить основанхемъ для р^- 
шен1я задачъ о числ^ чиселъ различнаго вида. 

Такъ разсматривая уравненхе 



;? -4- ©д.. &у=п 



въ которомъ О^, О означаютъ простыя числа, стоящ1я въ 
таблицахъ на м^стахъ о? и 1/, мы видимъ^ что выражен1е 



е('1)^-0(±)^&(±) 



гд4 



0, 


•— — 


й| 


"\ 


= 


«» 


0. 

• • 


• • 


• • 
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представляетъ число р^шенШ системы неоар^^делснныхъ урав- 
нешй 

%' ву = 1, 2, 3, . . , . 1^ 
или по нашему обозначешю 

Будемъ вообще означать чрезъ ^^Г ^1,8 V (^) адсло чиселъ 

вида а%гсУу на превосходящихъ п. 

Не трудно вид']^тьу что число р^шешй посл'Ьдцей систе- 
мы = 2КаЪ (^) -*- ^а' (^)- 

сл'бдовательно 

\«1/ \««/ \«»/ 

но N^X^) =^ Щ\^1г) 



и 



^&(^^У=&^'п^2К^(п)(29) 



Съ другой стороны, полагая въ тожестве 

^ 8. ^(^^ 8. " ^ ^"^^ = 8. ^^"^^ 8. " ^^"^ 

ГС1^^" -12 

(!р(«) = 0(«) — 0(г*— 1) 
пмЪемъ 
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-®й)]=8«(0*(•»(V'»)>•••• (") 

гд% а^ посл'Ьднее простое число, на превосходящее Е^п 
Отсюда изъ уравнешй (29) и (30) получаемъ 

^.И=е (1)^0(9-... . 

н-0(^)-^0(\/^)(1-»-0\/») ...(32) 
Дримгьрг. Для п = 100, а^ЩЮ 

— ^ 0(10) (1 -*. 0(10)) 

К^^ (100) = 15 -♦- И -+- 8 ч- 6 — 1 . 4. 5 = 30. 

Д'1йствительно между 1 и 100 содержатся сл'&дуюпця 30 чи- 
селъ вида аЬ 

6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46, 51, 55, 57, 
58, 62, 65, 69, 74, 77, 82, 85, 86, 87, 91, 93, 94, 95. 

Не трудно определить самое разложеше функщи ЛГ^^ (л) 
въ числовой рядъ. Для этого возьмемъ такую числовую фувк- 
щю а(^), которая равна единице для вс^хъ чиселъ вида 
аЪ и равна нулю для остальныхъ чиселъ. 

Изъ уравнешя 
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2 т = <п) 



найденъ числовую производную л(п) 

1^(п) = Ва(п) = а'(п) 

Она опред'Ьлястся сл^дующииъ рядоыъ ураввешй 

а'(1) = О а'(оЬ) = 1 

а'(а) = О . аХаЬс) = — 3 

а' (а *) = О а\аЪсс1) = -*- 4 

. . . . %' {аЪсйе) =^ — 5 



а'(а**) = О 



а:(а*Ь) = — 1 а'(а*й*) = -^^ 1 

а'(а»&с) = -н 2 а'(а«6'с) — — 1 

лХаЧсЛ) = — 3 а'(а'Ь*с<г) = -н 1 



'«(«*Ь*с'<ге) = а'(а'Ьс) == О 

вообще л'{п) = О, если п содерхитъ бол']&е двухъ квадратовъ 
или стеоевь простаго числа бол'^^е 2. 

Принимая это въ соображеше, вн^еиъ 



аЪсЛе 



ко а^ЬсЛе 
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Ь ^а*Ь* Ъ ^а*Ь*с "*" Ь ^а*Ь*са 



• • • 



§ 10. Опредгьленге N^^0^^) ^^^-^^ чиеелъ вида аЪс, не пре- 
восходящихъ п. 

Назовемъ чрезъ ш^ число вида аЪ, стоящее на м%ст% х въ 
ряд^ этихъ чиеелъ, расположенныхъ въ возрастающем^ по- 
рядк'Ь. 

Изъ уравнен1я 
л -+-«>? д.. ®у = п 

получинъ тожество 

8 ® Ш =8^-» 0) ='^-(»' * ^'-^ •> • ■ • <'*> 

Функщя N^^1, (п) можетъ быть определена изъ уравнен1я 



это уравненхе даетъ тожество 



8 ^ С-) =8 ^-^ (V/1) = ^-(^) - ^-<- 



) 



откуда 

3 



^а.б(«) = 8 ^^ (^) -®(У^'*) • • ' (35) 



сл'Ьдовательно 



з^'.».(»)=8«(5)-8«(^.)^''*'" • ■ • <'*> 
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Въ такой форм^ а(я) мояетъ быть вычислена для всявага 
8яачен1я п и принадлежитъ къ числовыкъ функщямъ пер* 
ваго класса. 

Такимъ Ъбразомъ функщи перваго класса являются посред- 
ствующияъ зсеномъ между фудкц1ями ацалэтическями к . функ- 
щями втораго класса. Въ чясловомъ исчисленш изучеше фун]^ 
щй пблуаналитическихъ должно стоять на первомъ-цлан^. 
Съ такой точкя ^р'Ьшя шеоргя символа Е должна составлять 
, главный матер1алъ для чясловаго анализа. Съ этой теор1о 
должно начинаться изучеше чясловыхъ функщй. . 

За теорхей символа Е должно следовать учете о чгюло- 
выхъ Ъроизводныхъ. Это учеше Д'Ьлается источникомъ проис- 
хожден1я многихъ функщй втораго класса и лредставляетъ 
МН0Г1Я свойства этихъ функщй въ строгой систем'6.. Поняпе 
о числовомъ интеграл^^ связываетъ эти дв'Ь части въ одно 

а 

ц'Ьлое, и методъ числовой интеграцш является г лавннмъ ору- 
д1емъ для пзсл']&довашя многихъ числовыхъ функщй. 

Числовыя функщи являются и результатоиъ и осноЁатемъ 
для новаго ро:!^а дМствгй. Эти д%йств1я способны быть пред- 
метомъ самостоятёльнаго изучешя. Чтобы въ понят1и 6 функ- 
щи связать всЬ частя математики, необходимо расшнрнть 
самое онред^&лен1е функщи, сд'блать его бол'бе общимъ. На 
функщю нужно смотреть, какъ на результатъ того или дру- 
гаго порядка, той или другой послЬдовательности д^йстйй^ 
не обращая внимашя на то, будетъ ли этотъ результатъ вы- 
ражать какую нибудь величину, или являться въ форм*! сим- 
волической. 

Съ такой точки др^&н1я математика будетъ наукой о функщ- 
яхъ. Числовое исчислеихе будетъ существеннымъ и необходи- 
мымъ ея отд^ломъ. 



^« 






